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U¨TEMEZE´SI FELADATOK AZ AUTO´BUSZOS KO¨ZO¨SSE´GI KO¨ZLEKEDE´S
OPERATI´V TERVEZE´SE´BEN: EGY A´TTEKINTE´S
A´RGILA´N VIKTOR, BALOGH JA´NOS, BE´KE´SI JO´ZSEF, DA´VID BALA´ZS,
GALAMBOS GA´BOR, KRE´SZ MIKLO´S, TO´TH ATTILA
A ko¨zlekede´si ta´rsasa´gok sza´ma´ra le´nyeges szempont ko¨ltse´geik racio-
naliza´la´sa, amit legko¨nnyebben az operat´ıv ko¨ltse´geik cso¨kkente´se´vel valo´-
s´ıthatnak meg. Ez a ja´ratok, a ja´rmu˝vek optimaliza´lt u¨temeze´se´vel is elo˝-
seg´ıtheto˝. Egy ilyen optimaliza´la´si feladat nagyon komplex, eze´rt a mu˝ve-
letek u¨temeze´se´t ha´rom fa´zisra bontva ta´rgyaljuk. Ezek a ja´rmu˝u¨temeze´s,
a vezeto˝u¨temeze´s e´s a mu˝szakkioszta´s feladatai. Ezek a re´szfeladatok a´lta-
la´ban NP-nehe´z proble´ma´k, eze´rt az elmu´lt e´vtizedig ko¨zepes me´retu˝ fel-
adatok optima´lis megolda´sa sem volt lehetse´ges. A sza´mı´ta´si sebesse´g, az
alkalmazott modellek e´s az azokat megoldo´ algoritmusok olyan jelento˝sen fej-
lo˝dtek, hogy leheto˝ve´ va´lt nagyobb me´retu˝ feladatok kezele´se is. A cikkben
a´ttekintju¨k az eml´ıtett re´szfeladatok megolda´sa´ra szolga´lo´ legfontosabb mo´d-
szereket. Ta´rgyaljuk azok ku¨lo¨nbo¨zo˝ matematikai modelljeit, hate´kony meg-
olda´si leheto˝se´geikkel egyu¨tt. A specia´lis korla´tozo´ felte´telek szerepe´t saja´t
tapasztalatainkon keresztu¨l vizsga´ljuk. Utalunk a busz- e´s vezeto˝u¨temeze´si
proble´ma a´ltalunk tanulma´nyozott e´s bevezetett megolda´si mo´dszereire is.
1. Bevezete´s
A ko¨zo¨sse´gi ko¨zlekede´si szolga´ltato´ va´llalatok kiada´sainak nagy re´sze´t az ope-
rat´ıv ko¨ltse´gek alkotja´k. Ez jo´re´szt a ja´rmu˝flotta ko¨ltse´ge´bo˝l, a ja´rmu˝vek u¨zem-
anyag- e´s karbantarta´si ko¨ltse´ge´bo˝l, valamint a ja´rmu˝vezeto˝k fizete´se´bo˝l tevo˝dik
o¨ssze. Ebbo˝l ko¨vetkezo˝en az operat´ıv ko¨ltse´gekben mutatkozo´ megtakar´ıta´s sza´-
mottevo˝ jav´ıta´st adhat ko¨ltse´gvete´su¨kben. A leggyakrabban haszna´lt mo´dszer
ezeknek a ko¨ltse´geknek a cso¨kkente´se´re egy hate´kony, sza´mı´to´ge´ppel ta´mogatott
informa´cio´s rendszer kialak´ıta´sa e´s haszna´lata. Az IKT (informa´cio´s e´s telekommu-
nika´cio´s technolo´gia) fejlo˝de´se´nek ko¨szo¨nheto˝en napjainkra szinte minden ko¨zo¨s-
se´gi ko¨zlekede´si ta´rsasa´g – modern va´llalatira´ny´ıta´si ko¨rnyezetet biztos´ıtva – ren-
delkezik saja´t informa´cio´s rendszerrel.
Ezeknek a rendszereknek a fo˝ funkcio´i az u¨zleti alkalmaza´sokon tu´l (u´gymint
ko¨nyvele´s, sza´mvitel stb.) olyan modulokat is tartalmaznak, amelyek
– elo˝ke´sz´ıtik a ja´rmu˝vek u¨temeze´se´t a va´llalat a´ltal kiszolga´lt vonalakhoz,
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– illesztik a ja´rmu˝vek e´s a ja´rmu˝vezeto˝k mu˝szakjainak u¨temeze´se´t a vonalakhoz,
– ke´pesek a ja´rmu˝flotta nyomon ko¨vete´se´re e´s monitoroza´sa´ra egy-egy nap so-
ra´n,
– jelzik a diszpe´csernek a szokatlan eseme´nyeket (meghiba´soda´s, ke´se´s stb.),
– nyomon ko¨vetik a ja´rmu˝flotta ja´rmu˝veinek a´llapota´t,
e´s ma´s hasonlo´ teve´kenyse´geket.
Az IKT-ko¨rnyezet alapveto˝ ha´tte´rke´nt szolga´l a hate´kony logisztikai ira´ny´ıta´sra
(la´sd pl. [56]), ugyanakkor a folyamatban jelen van egy ma´sik elva´ra´s, amely azt
k´ıva´nja, hogy tala´ljuk meg a rendszer azon re´szeit, amelyek az operat´ıv, mu˝veleti
ko¨ltse´gek szempontja´bo´l cso¨kkentheto˝k.
Jo´ne´ha´ny ipari do¨nte´sta´mogata´si eszko¨z le´tezik, amely a logisztikai rendszer-
terveze´si e´s optimaliza´la´si feladatok komplett megolda´sa´t ce´lozza. A gyakorlatban
ennek ellene´re kideru¨l, hogy sok va´llalatspecifikus re´szlet, korla´tozo´ felte´tel van
jelen, amelyeket az a´ltala´nos rendszerek nem kezelhetnek egyse´gesen, de amelyek
fontosak a ko¨zlekede´si va´llalatok sza´ma´ra. Pe´ldake´nt eml´ıtju¨k, hogy amennyiben
a ko¨zlekede´si ta´rsasa´g alternat´ıv u¨zemanyagu´ ja´rmu˝veket is alkalmaz flotta´ja´na´l,
akkor ezek u¨temeze´se´ne´l figyelembe kell venni a szaknyelven ra´diusznak nevezett,
egy tankola´ssal megteheto˝ kilome´terek sza´ma´t, amely jo´val kevesebb lehet, mint
a hagyoma´nyos u¨zemanyagokkal mu˝ko¨do˝ ja´rmu˝vek futa´si teljes´ıtme´nye. Ilyen ese-
teket vizsga´ltak [62]-ben e´s [53]-ban. Alternat´ıv u¨zemanyagu´ ja´rmu˝vekne´l fontos
te´nyezo˝ a tankola´s ido˝tartama is. Amı´g hagyoma´nyos u¨zemanyagokna´l (pl. d´ızel-
olaj) a tankola´s kb. 5 perc, addig CNG (compressed natural gas) vagy ma´s u¨zem-
anyagok esete´n a felto¨lte´si ido˝ ennek to¨bbszo¨ro¨se is lehet. Ilyen jellegu˝ feladatok
kezele´se´t ismertettu¨k ne´ha´ny cikku¨nkben (la´sd pl. [9]). Aze´rt, hogy megfelelo˝
ja´rmu˝u¨temeze´s ke´szu¨ljo¨n, ezeket a felte´teleket sza´mı´ta´sba kell venni a napi u¨teme-
ze´st elke´sz´ıto˝ szoftverne´l. Legjobb tudoma´sunk szerint napjaink u¨temezo˝ szoftve-
rei nem kezelnek ilyen jellegu˝ felte´teleket, vagy azokat csak korla´tozott me´rte´kben
veszik figyelembe.
Ko¨vetve a ko¨zo¨sse´gi ko¨zlekede´si szolga´ltata´s fejleszte´se´nek a´ltala´nos mo´dsze-
reit, egy fejleszte´s fo˝ horizontjai a ko¨vetkezo˝k:
– strate´giai terveze´s, ennek fo˝ eleme a buszok, ja´ratok u´tvonala´nak meghata´-
roza´sa (buszvonalak kialak´ıta´sa),
– taktikai terveze´s, melynek legfontosabb eredme´nye a menetrend elke´sz´ıte´se
e´s
– operat´ıv terveze´s, a szolga´ltata´s ella´ta´sa´hoz a buszok e´s a vezeto˝k, a mu˝sza-
kok u¨temeze´se.
Az irodalomban le´tezik ma´sfe´le felfoga´s is, a feladatokat lehet ma´ske´ppen cso-
portos´ıtani. Borndo¨rfer [14] a strate´giai e´s a taktikai terveze´st ko¨zo¨s, u´n.
”
szolga´l-
tata´sterveze´si” fa´zisba vonja o¨ssze. Megeml´ıt olyan kapcsolo´do´ – a szolga´ltata´ster-
veze´s ko¨re´be sorolhato´ – feladatokat (pl. jegya´raza´s, tarifaterveze´s e´s -kialak´ıta´s),
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amelyek az utaza´si ige´nyeket is meghata´rozhatja´k. Az ilyen jellegu˝ feladatokat –
e´s a hozza´juk tartozo´ modelleket – ebben a cikkben nem ta´rgyaljuk.
Annak, hogy mi csak az eml´ıtett operat´ıv terveze´si re´szfeladatok ta´rgyala´sa´ra
szor´ıtkozunk, a terjedelmi korla´tokon tu´l az is az oka, hogy a ko¨zo¨sse´gi ko¨zle-
kede´si szolga´ltato´ va´llalatoknak a to¨bbi eml´ıtett strate´giai e´s taktikai terveze´si
feladatra keve´s befolya´suk van: ezek a´ltala´ban az a´llami korma´nyzati vagy helyi
o¨nkorma´nyzati (pl. va´rosi) szervek a´ltal meghata´rozottak. Azon k´ıvu¨l, hogy a
ja´ratok milyen su˝ru˝n ko¨vesse´k egyma´st, ma´s elo˝´ıra´sok is vonatkozhatnak a vona-
lakra, e´s azon belu¨l bizonyos ja´ratokra is. Pe´lda´ul a vonalak kapacita´sa´ra, vagy a
szolga´ltata´st ella´to´ ja´rmu˝vek specia´lis tulajdonsa´gaira is lehetnek elo˝´ıra´sok. Egy
jellemzo˝ pe´lda az, hogy melyik vonalon milyen ido˝ko¨zzel ko¨zlekedjenek alacsony-
padlo´s ja´rmu˝vek.
Ezen tu´lmeno˝en viszont szinte teljesen a ko¨zlekede´si ta´rsasa´gok do¨nte´se´to˝l fu¨gg,
hogy a saja´t ja´rmu˝flotta´jukat hogyan u¨temezik, e´s a ja´rmu˝vezeto˝iket hogyan oszt-
ja´k be mu˝szakokba ro¨vid- e´s hosszu´ta´von egyara´nt.
Az ma´r ebbo˝l a bevezeto˝bo˝l is la´tszik, hogy a ko¨ltse´gek cso¨kkente´se ebben
a ko¨rnyezetben egy komplexen o¨sszefono´dott proble´macsokor, amelynek megol-
da´sa globa´lis optimaliza´la´si mo´dszereket ige´nyel. Mivel mindezekre egy teljesen
o¨sszetett megko¨zel´ıte´s megvalo´s´ıthatatlannak la´tszik, eze´rt olyan re´szproble´ma´kra
osztjuk a feladatot, amelyek ele´gge´ izola´ltak ahhoz, hogy ezeket a gyakorlatban
kezelni tudjuk. Ezek
– a buszvonalak u´tvonalterveze´se,
– a menetrendterveze´s,
– az operat´ıv u¨temeze´s.
Megjegyezzu¨k, hogy ennek ellene´re a terveze´si fa´zisok e´s az u¨temeze´si fa´zis,
ha nem is szorosan, de a´ltala´ban me´gis hatnak egyma´sra annak e´rdeke´ben, hogy
globa´lisan hate´konyabb – vagy legala´bb lehetse´ges – megolda´s legyen nyerheto˝.
A tudoma´nyos ko¨zo¨sse´g e´vtizedekkel ezelo˝tt felismerte, hogy az operat´ıv ter-
veze´si proble´ma´k optimaliza´lt megolda´sa nagy kih´ıva´st jelento˝, e´rdekfesz´ıto˝ fel-
adat. Ezeket a feladatokat ta´rgyalva sok eredme´ny szu¨letett (la´sd pe´lda´ul a [12,
13, 17, 23, 27, 54] cikkeket), amelyek ku¨lo¨nbo¨zo˝ modelleket e´s elte´ro˝ hate´kony-
sa´gu´ algoritmusokat ta´rgyalva foglalkoztak a te´ma´val. Hamar kideru¨lt, hogy a
legto¨bb re´szproble´ma NP-nehe´z, ami ido˝ben sokszor reme´nytelenne´ teszi az opti-
ma´lis – vagy ko¨zel optima´lis – megolda´sok megtala´la´sa´t a gyakorlatban felmeru¨lo˝
proble´ma´k esete´n. Ma´r ko¨zepes me´retu˝ feladatok – pe´lda´ul ne´ha´ny sza´zezer fo˝s
lakossa´gu´ va´rosok – esete´n is ele´g o¨sszetett, komplex feladattal a´llunk szemben,
amely me´g o¨sszetettebbe´ va´lik, ha a re´szleteket is figyelembe kell vennu¨nk. Me´g
bonyolultabba´ teszi a proble´ma´t, ha olyan korla´tokat is kezelni kell, amelyeket
a jogszaba´lyok, a szakszervezetek, az egye´ni ige´nyek e´s egye´b gyakorlati felte´te-
lek hata´roznak meg. Ezek pe´lda´ul a ja´rmu˝vezeto˝k vezete´si ideje´re, munkaideje´re,
piheno˝ideje´re e´s munkako¨zi szu¨neteire vonatkozo´ elo˝´ıra´sok. Ilyen tova´bbi korla´tozo´
felte´teleket adhatnak a telephelyek ko¨to¨ttse´gein, kapacita´sa´n e´s egye´b felte´telein
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keresztu¨l ma´s gyakorlati re´szletek, ege´szen oda´ig, hogy a vezeto˝kne´l megfelelo˝ me´r-
te´kben legyenek vegy´ıtve a kedvelt e´s nem kedvelt mu˝szakok. Ehhez az uto´bbihoz
kapcsolo´do´an megeml´ıtju¨k, hogy pe´lda´ul Abbink e´s szerzo˝ta´rsai 2007-ben publika´lt
cikke [1] ta´rgyal egy vasu´ti mu˝szakkioszta´si pe´lda´t.
Nem ce´lunk sem a ha´lo´zati u´tvonal-, sem a menetrend terveze´s ta´rgyala´sa.
Mindezekhez Desaulniers [24] a´ttekinto˝ tanulma´nya´t javasoljuk, amely jo´ beveze-
te´s, kiindulo´pont lehet ilyen jellegu˝ proble´ma´k megolda´sa´nak tanulma´nyoza´sa´hoz.
Annak ellene´re, hogy felva´zoltuk a (buszos) to¨megko¨zlekede´si rendszerek a´lta-
la´nos struktu´ra´ja´t, mi a jelen tanulma´nyban az operat´ıv terveze´s egyes fa´zisait vizs-
ga´ljuk. Ezen belu¨l a buszflotta ja´rmu˝veinek u¨temeze´se´re, a ja´rmu˝vezeto˝k mu˝sza-
konke´nti u¨temeze´se´re e´s beoszta´sa´ra fogunk koncentra´lni. A munkaero˝ u¨temeze´se´t
tova´bbi re´szfeladatokra bontjuk: ku¨lo¨n fejezetben ta´rgyaljuk a ja´rmu˝vezeto˝k u¨te-
meze´se´t e´s a mu˝szakok kioszta´sa´t a ja´rmu˝vezeto˝k ko¨zo¨tt.
A cikk fele´p´ıte´se a ko¨vetkezo˝. Mint la´tni fogjuk, a leguto´bbi ido˝kig kidolgo-
zott elja´ra´sok a ke´t u¨temeze´si proble´ma´t egyma´s uta´n ve´grehajtva oldja´k meg.
A ja´rmu˝u¨temeze´s eredme´nyeire ta´maszkodva keresnek optima´lis – vagy ko¨zel opti-
ma´lis – megolda´st a vezeto˝-u¨temeze´si feladatok megolda´sa´ra. Eze´rt a ke´t u¨temeze´si
proble´ma´t elva´lasztva ta´rgyaljuk a ma´sodik e´s a harmadik fejezetben. Azonban
azt is la´tni kell, hogy ma ma´r egyre nagyobb teret nyernek azok a megko¨zel´ıte´sek,
amelyek a ja´rmu˝- e´s vezeto˝-u¨temeze´si proble´ma´t egyu¨tt kezelik, e´s egyszerre pro´-
ba´lja´k megoldani. Figyelembe ve´ve az algoritmusokban beko¨vetkezo˝ jav´ıta´sokat
e´s a hardverek rohamosan no¨vekvo˝ sza´mı´ta´si kapacita´sa´t, nem ke´tse´ges, hogy ezek
a mo´dszerek is hamarosan bee´pu¨lnek az u´jonnan kifejlesztendo˝ interakt´ıv rend-
szerekbe. Eze´rt ku¨lo¨n fejezetet szentelu¨nk a napjainkban kibontakozo´ hate´kony
integra´lt modellek kidolgoza´sa´ra szolga´lo´ kutata´sok a´ttekinte´se´nek.
A ko¨vetkezo˝ fejezetekben elo˝szo¨r a´ltala´nosan – modula´ris szerkezetben – vizs-
ga´ljuk a feladatokat, majd alfejezetenke´nt re´szletesen ta´rgyaljuk az ismert megol-
da´si mo´dszereket.
2. A ja´rmu˝u¨temeze´si feladat
2.1. A feladatro´l a´ltala´ban, defin´ıcio´k, jelo¨le´sek
A ja´rmu˝u¨temeze´si proble´ma´na´l (Vehicle Scheduling Problem, VSP) adott a ja´r-
mu˝flotta ja´rmu˝veinek e´s a menetrendi ja´ratoknak a halmaza. Jelo¨lje ezeket rendre
ke´t halmaz, V = {v1, v2, . . . , vm∗} e´s U = {u1, u2, . . . , un∗}. Egy V halmazba
tartozo´ minden v ∈ V ja´rmu˝ azonos t´ıpusba tartozik (pl. alacsony padlo´s e´s ga´z-
u¨zemu˝). Ha to¨bb – elte´ro˝ t´ıpusu´ – ja´rmu˝vu¨nk van, akkor a ja´rmu˝vek halmaza´t
diszjunkt Vi (i = 1, . . . , k) re´szhalmazokra bontjuk. Jelo¨lje tova´bba´ ci,j azt a
ko¨ltse´get, amivel az i ja´rmu˝ a j ja´rat a´ltal elo˝´ırt teve´kenyse´get elve´gzi. A feladat
az, hogy a ja´rmu˝flotta elemeit rendelju¨k hozza´ az egyes ja´ratokhoz u´gy, hogy a
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hozza´rendele´s o¨sszko¨ltse´ge minima´lis legyen. Az elso˝ pillanatban egyszeru˝ hozza´-
rendele´si feladatnak tu˝no˝ proble´ma aze´rt bonyolo´dik meg, mert nem kell minden
ja´rmu˝vet ja´rathoz rendelni, e´s egy ja´rmu˝ – a ja´ratok ido˝beli eltolo´da´sa miatt –
to¨bb ja´rathoz is hozza´rendelheto˝. Tova´bbi korla´tozo´ felte´telt jelenthet az, hogy
minden ja´ratot pontosan egyszer kell ve´grehajtani, e´s – esetleg tova´bbi felte´telek
alapja´n – minden ja´rmu˝ legyen ke´pes ve´grehajtani azokat a ja´ratokat, amelyekhez
a megolda´sunk sora´n hozza´rendeltu¨k.
Minden ui ∈ U menetrendi ja´ratra adott a ja´rat dt(ui) indula´si ideje e´s at(ui)
e´rkeze´si ideje, valamint dg(ui) indula´si e´s ag(ui) e´rkeze´si fo¨ldrajzi helye. Az ui e´s
az uj ja´ratot kompatibilisnek (ebben a sorrendben egyma´s uta´n ve´grehajthato´nak,
o¨sszefu˝zheto˝nek) nevezzu¨k, ha ugyanaz a ja´rmu˝ ke´pes kiszolga´lni egyma´s uta´n
o˝ket, azaz at(ui) ≤ dt(uj), e´s dt(uj)− at(ui) kisebb, mint a dg(uj) e´s ag(ui) ko¨zti
ta´volsa´g megte´tele´hez szu¨kse´ges ido˝. Az 1. e´s a 2. a´bra egy-egy, ne´ha´ny ja´ratbo´l
a´llo´ sematikus szitua´cio´t mutat. A sematikus a´bra´kon szaggatott nyilak jelzik a
kompatibilis ja´ratpa´rokat (itt a v´ızszintes tengely reprezenta´lja az ido˝t, a fo¨ldrajzi
helyek nincsenek a´bra´zolva), csak akkor ko¨tu¨nk o¨ssze szaggatott ny´ıllal ke´t ja´ratot,
ha egyma´ssal kompatibilisek. Az 1. a´bra´n jelzett sematikus szitua´cio´ban ilyen mo´-
don 3 ja´rmu˝ ele´g a 6 ja´rat ella´ta´sa´hoz, mı´g a 2. a´bra´e´n ehhez ma´r 4 ja´rmu˝ kell.
1. a´bra. 6 ja´ratot a´bra´zolo´ sematikus feladat. A szaggatott nyilak jelzik az egy-
ma´ssal kompatibilis ja´ratokat. Az a´bra jobb oldali re´sze azt illusztra´lja, hogy a
feladat 3 ja´rmu˝vel megoldhato´.
Az u¨temeze´si ido˝szak kezdete´n a ja´rmu˝vek depo´kban a´llnak, e´s az u¨temeze´si
ido˝szak ve´ge´n oda is te´rnek vissza. Depo´ba keru¨lhet egy ja´rmu˝ az u¨temeze´si ido˝-
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2. a´bra. Az 1. a´bra´e´hoz hasonlo´ sematikus szitua´cio´, de itt az ottanina´l kevesebb
ja´rat kompatibilis egyma´ssal, ı´gy ez a feladat csak 4 ja´rmu˝vel oldhato´ meg.
szak ba´rmely ido˝pontja´ban, ha hosszabb ideig nem rendelu¨nk hozza´ ja´ratot. Depo´
lehet gara´zs, parkolo´hely vagy telephely, atto´l fu¨ggo˝en, hogy a ja´rmu˝ hol parkol.
A depo´k sza´ma´to´l fu¨ggo˝en besze´lhetu¨nk egydepo´s (Single Depot Vehicle Sche-
duling Problem, SDVSP) e´s to¨bbdepo´s (Multiple Depot Vehicle Scheduling Prob-
lem, MDVSP) ja´rmu˝u¨temeze´si feladatro´l. A to¨bbdepo´s esetben az is elo˝ lehet ı´rva,
hogy melyik ja´ratot melyik depo´khoz tartozo´ ja´rmu˝vek hajthatja´k ve´gre.
A menetrendi ja´ratokon k´ıvu¨l, amelyek sza´ll´ıtanak utast, megku¨lo¨nbo¨ztetu¨nk
olyan ja´ratokat is, amelyek nem sza´ll´ıtanak utast. Ekkor besze´lu¨nk rezsija´ratro´l.
Ez uto´bbiak ko¨ze´ tartozik a depo´bo´l to¨rte´no˝ ki- e´s bea´lla´s, valamint ke´t kompa-
tibilis menetrendi ja´rat esete´n az elso˝ ja´rat e´rkeze´si e´s a ma´sodik ja´rat indula´si
fo¨ldrajzi helye ko¨zo¨tti a´ta´lla´s.
Egy ja´rmu˝ u¨temeze´se ja´ratoknak egy olyan la´nca, amelyben minden egyma´st
ko¨veto˝ ke´t menetrendi ja´rat egyma´ssal kompatibilis. A´ltala´ban egy ja´rmu˝ u¨te-
meze´se a gyakorlatban egy ja´rmu˝ egy napi munka´ja´nak elo˝´ıra´sa´t jelenti, amit
ja´rmu˝mu˝szaknak (szakszo´val ja´rmu˝forda´nak vagy eszko¨zforda´nak) is nevezu¨nk.
A ja´rmu˝ egy e´rve´nyes u¨temeze´se egy kia´lla´si ja´rattal kezdo˝dik, e´s egy bea´lla´si
ja´rattal ve´gzo˝dik. A 3. a´bra a 2. a´bra´nak megfelelo˝ sematikus szitua´cio´ egy
e´rve´nyes ja´rmu˝u¨temeze´sekke´ kibo˝v´ıtett megolda´sa´t mutatja. Itt feltettu¨k, hogy
egy depo´ van (egydepo´s eset), e´s a depo´bo´l valamennyi ja´rat indula´si helye´re e´s
e´rkeze´si helye´ro˝l a depo´ba vezetnek depo´kia´lla´si e´s -bea´lla´si ja´ratok).
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3. a´bra. A 2. a´bra´n la´thato´ sematikus szitua´cio´ megolda´sa egy depo´ esete´n a
depo´ ki- e´s bea´lla´si ja´ratokkal e´rve´nyes ja´rmu˝u¨temeze´seket alkot.
A ja´rmu˝u¨temeze´s alapfeladata abbo´l a´ll, hogy adjuk meg a ja´rmu˝flotta ja´rmu˝-
veinek u¨temeze´se´t a fenti mo´don u´gy, hogy minden egyes menetrendi ja´rat hozza´
legyen rendelve pontosan egy ja´rmu˝ u¨temeze´se´hez, e´s minden menetrendi ja´rat
a megfelelo˝ depo´k valamelyike´bo˝l legyen ve´grehajtva. (Terme´szetesen lehetnek
olyan ja´rmu˝vek is, amelyek az adott, (pl. egy napi) u¨temeze´sben nem vesznek
re´szt.) Ce´lfu¨ggve´nyke´nt kezelhetju¨k az u¨temeze´sben haszna´lt ja´rmu˝vek sza´ma´-
nak a minimaliza´la´sa´t, de definia´lhato´ ma´s ko¨ltse´gfu¨ggve´ny is. A ce´l akkor a
ko¨ltse´gfu¨ggve´ny minimaliza´la´sa. Ha a ko¨ltse´gfu¨ggve´ny a teljes u¨temeze´s ko¨ltse´ge´t
reprezenta´lja, akkor tartalmaznia kell az egyes depo´khoz tartozo´ a´tala´nyko¨ltse´get,
valamint operat´ıv ko¨ltse´get is. Az a´tala´nyko¨ltse´gen azt a ko¨ltse´get e´rtju¨k, amely
abbo´l keletkezik, hogy egy adott ja´rmu˝ a depo´ban rendelkeze´sre a´ll. Ez lehet a
beszerze´si, fenntarta´si, karbantarta´si stb. ko¨ltse´gekbo˝l vet´ıtett a´tlag. Az operat´ıv
ko¨ltse´g a´ltala´ban a megtett ta´volsa´gokkal ara´nyos, azonban ku¨lo¨nbo¨zo˝ lehet atto´l
fu¨ggo˝en, hogy melyik depo´bo´l sza´rmazo´ ja´rmu˝ la´tja el az adott feladatot. A ja´ratok
operat´ıv ko¨ltse´ge atto´l is fu¨gghet, hogy rezsi-, vagy menetrendi ja´ratro´l van-e szo´,
mivel ku¨lo¨nbo¨zo˝ lehet a kilome´terek
”
egyse´ga´ra”. To¨bb modell ke´pes u´gynevezett
depo´kapacita´si korla´tozo´ felte´telek kezele´se´re is, azaz lehetse´ges megolda´snak csak
olyan megolda´sokat tekint, amely figyelembe veszi minden depo´ esete´n az ahhoz
tartozo´ ja´rmu˝vek maxima´lis sza´ma´t.
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A ce´lfu¨ggve´nyben az u¨temezett ja´rmu˝vek a´ltala´nos (pl. a fenntarta´si ko¨ltse´-
gekbo˝l ado´do´) e´s utaza´si (menetrendi- e´s rezsija´ratainak) ko¨ltse´gei szerepelnek.
Ne´mileg ko¨nny´ıti a feladatot, hogy mint eml´ıtettu¨k, a ko¨ltse´g ma´sodik komponense
a´ltala´ban a megfelelo˝ u´t hossza´val ara´nyos, ugyanakkor a menetrendi ja´ratok e´s a
rezsija´ratok kilome´tereihez elte´ro˝ ko¨ltse´gek is tartozhatnak. Terme´szetesen a rezsi-
ja´ratok ko¨ltse´gei ı´gy fu¨ggenek a megfelelo˝ fo¨ldrajzi helyek ko¨zo¨tti ta´volsa´gokto´l,
ko¨vetkeze´ske´ppen elte´ro˝ lehet a rezsija´ratok ko¨ltse´ge atto´l fu¨ggo˝en, hogy egy adott
menetrendi ja´rat mely ma´sik ja´ratot ko¨vet.
To¨bb alapveto˝ matematikai modell le´tezik ku¨lo¨nbo¨zo˝ (SDVSP, MDVSP) fel-
adatok megolda´sa´ra, amelyeket az elo˝zo˝ e´vtizedekben dolgoztak ki. A ko¨vet-
kezo˝ alfejezetekben a´ttekintju¨k a feladatok ne´ha´ny alapveto˝ megolda´si mo´dszere´t.
A napjainkban tala´n legsze´lesebb ko¨ru˝en haszna´lt MDVSP-modellekben a proble´-
ma egy ege´sze´rte´ku˝ to¨bbterme´kes ha´lo´zati folyam proble´make´nt fogalmazo´dik meg
(la´sd [13, 48, 54]). Ebben a modellben az optima´lis u¨temeze´st egy ege´sze´rte´ku˝
linea´ris programoza´si feladat megolda´sake´nt sza´mı´thatjuk ki. A proble´ma megfo-
galmazhato´ halmazlefede´si vagy halmazpart´ıciona´la´si feladatke´nt is (la´sd pe´lda´ul
[43, 63]).
2.2. Az egydepo´s ja´rmu˝u¨temeze´si feladat
Az SDVSP-proble´ma´ra adott elso˝ megolda´si mo´dszert Saha [64] publika´lta.
Az U ja´rathalmaz elemeire egy re´szleges rendeze´st definia´l, e´s bevezete´sre keru¨l
egy β rendeze´si rela´cio´, mely szerint akkor szolga´lhato´ ki u2 lega´lisan u1 uta´n, ha
ag(u1) = dg(u2), valamint at(u1) ≤ dt(u2). A megko¨te´sekbo˝l la´thato´, hogy ez a
modell nem engede´lyezi a ku¨lo¨nbo¨zo˝ ja´ratok ko¨zo¨tt ve´grehajtott rezsimeneteket,
ı´gy az itt meghata´rozott β rela´cio´ a fent definia´lt kompatibilita´sna´l gyenge´bb.
Az SDVSP-re to¨bb pa´ros gra´fon alapulo´ modellt is publika´ltak. Ezekro˝l
bo˝vebb a´ttekinte´s tala´lhato´ Bunte e´s Kliewer [16] munka´ja´ban. Mi az ala´bbi-
akban Bertossi e´s ta´rsai [12] modellje´t e´s megolda´sa´t ismertetju¨k, ahol szinte´n
pa´ros´ıta´si proble´make´nt modellezik a feladatot. Vegyu¨nk egy G = (G1, G2, E) tel-
jes pa´ros gra´fot, ahol G1 e´s G2 csu´cshalmazok, minden i ∈ G1 csu´cs egy-egy ja´rat
e´rkeze´se´nek (e´rkeze´si fo¨ldrajzi helye´nek), mı´g minden j ∈ G2 csu´cs egy-egy ja´rat
indula´sa´nak (indula´si fo¨ldrajzi helye´nek) felel meg. E jelo¨li az e´lhalmazt, valamint
|G1| = |G2| = |U | = n
∗, e´s |E| = (n∗)2. Tegyu¨k fel tova´bba´, hogy E ke´t E1 e´s E2
re´szhalmazra oszthato´, amelyek:
E1 = {(i, j) | ui e´s uj kompatibilis ja´ratpa´r},
E2 = E \ E1.
A fenti gra´f a ko¨vetkezo˝ mo´don e´rtelmezheto˝ (la´sd a 4. a´bra´n egy egyszeru˝,
sematikus feladat illusztra´cio´ja´t). Az (i, j) ∈ E1 e´lek ke´t kompatibilis ui e´s uj
ja´rat e´rkeze´si e´s indula´si fo¨ldrajzi helyei ko¨zti lehetse´ges rezsija´ratot jelke´pezik,
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4. a´bra. Az 1. a´bra´n la´thato´ sematikus szitua´cio´hoz tartozo´ pa´ros gra´f Bertossi e´s
szerzo˝ta´rsai SDVSP-modellje´ben [12]. A folytonos, vastagabb vonallal rajzolt e´lek
az E1 e´lhalmazt, a szaggatott, ve´konyabb vonallal rajzolt e´lek az E2 e´lhalmazt
a´bra´zolja´k itt.
mı´g minden (i, j) ∈ E2 e´l ke´t egyma´s uta´ni rezsija´ratnak felel meg. Ezek ko¨zu¨l az
elso˝ az ui ja´rat e´rkeze´si fo¨ldrajzi helye´ro˝l a depo´ba, majd a ma´sik a depo´bo´l az
uj ja´rat indula´si fo¨ldrajzi helye´re. Ezek seg´ıtse´ge´vel la´thato´, hogy a G gra´f egy
M teljes pa´ros´ıta´sa egy lehetse´ges ja´rmu˝u¨temeze´st fog adni, melyben a ja´rmu˝vek
sza´ma |M ∩ E2|.
Az (i, j) e´lekhez ci,j ko¨ltse´geket rendelve az SDVSP feladata megfeleltetheto˝
egy minima´lis ko¨ltse´gu˝ teljes pa´ros´ıta´s kerese´se´nek a G gra´fban.
– Ha ci,j = 1 minden (i, j) ∈ E2 esete´n, e´s ci,j = 0 egye´bke´nt, u´gy a fel-
adat megolda´sa´val megkapjuk a ja´ratok teljes´ıte´se´hez szu¨kse´ges minima´lis
eszko¨zsza´mot.
– Ha ci,j e´rte´kei az adott rezsija´ratok ve´grehajta´sa´hoz szu¨kse´ges ko¨ltse´gek lesz-
nek, akkor a feladat megolda´sa a minima´lis operat´ıv ko¨ltse´get adja.
Terme´szetesen az elo˝bbi ko¨ltse´gek valamely kombina´cio´ja is haszna´lhato´. A gya-
korlati e´letben a proble´ma kiege´szu¨l me´g a ja´rmu˝vek darabsza´ma´ra adott korla´ttal.
Legyen ez a korla´t k. Ekkor egy korla´tos pa´ros´ıta´si feladatot kapunk, ahol a fel-
adat a minima´lis ko¨ltse´gu˝ pa´ros´ıta´st megkeresni a gra´fban az |M ∩E2| ≤ k felte´tel
mellett. A proble´ma forma´lisan a ko¨vetkezo˝ke´ppen adhato´ meg: legyen x bina´ris
va´ltozo´k vektora, ahol xi,j = 1, ha az (i, j) e´l azM pa´ros´ıta´shoz tartozik, ku¨lo¨nben
xi,j = 0, e´s legyen c a ko¨ltse´gvektor. Az X lehetse´ges megolda´sok halmaza´t az
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ala´bbi felte´teleknek megfelelo˝ vektorok hata´rozza´k meg:
∑
j
xi,j = 1, i = 1, 2, . . . , n
∗,
∑
i
xi,j = 1, j = 1, 2, . . . , n
∗,
∑
(i,j)∈E2
xi,j ≤ k.
A ce´lfu¨ggve´ny
min(i,j){cx | x ∈ X, xi,j ∈ {0, 1}}.
A fenti feladat minima´lis ko¨ltse´gu˝ ha´lo´zati folyamproble´make´nt is megoldhato´
(la´sd [16]). A ha´lo´zat konstrua´la´sa ekkor annyiban te´r el a fent definia´lt gra´f-
to´l, hogy tova´bbi csu´csokat e´s e´leket vezetu¨nk be: a ja´ratokat jelzo˝ csu´csokat a
ha´lo´zatban kette´bontjuk a ja´rat indula´sa´t e´s a ja´rat e´rkeze´se´t reprezenta´lo´ csu´cs-
ra, melyeket egy, a ja´ratot jelzo˝ e´llel ko¨tu¨nk o¨ssze. Ezeknek a ja´rat e´leknek az
also´ e´s felso˝ korla´tja is 1 lesz, ı´gy biztos´ıtva azt, hogy minden ja´rat pontosan egy
alkalommal keru¨ljo¨n teljes´ıte´sre. Ennek az a ko¨vetkezme´nye, hogy az ezeken az
e´leiken felmeru¨lo˝ ko¨ltse´gek egy konstans to¨bbletke´nt jelentkeznek, ami a feladat
ce´lfu¨ggve´nye´re nincs hata´ssal. A ja´ratok csu´csaihoz hasonlo´an a depo´t jelke´pezo˝
csu´cs helyett is egy depo´indula´si, illetve depo´e´rkeze´si csu´csot vezetu¨nk be. Eze-
ket egy 0 ko¨ltse´gu˝ e´llel ko¨tju¨k o¨ssze, mely a ha´lo´zat depo´ko¨rfolyam e´le lesz. Ha
a fentiek szerint korla´tozzuk a rendelkeze´sre a´llo´ eszko¨zo¨k sza´ma´t, u´gy ennek az
e´lnek a kapacita´sa k lesz. Ezt a fajta formalizmust haszna´lva Ahuja e´s munkata´rsai
bebizony´ıtotta´k, hogy a feladat ero˝sen polinomia´lis ido˝ben megoldhato´ [3].
2.3. A to¨bbdepo´s ja´rmu˝u¨temeze´si feladat
A ja´rmu˝u¨temeze´si feladat megolda´sa´ra leggyakrabban haszna´lt modell az u´gy-
nevezett to¨bbdepo´s ja´rmu˝u¨temeze´si proble´ma (Multiple Depot Vehicle Scheduling
Problem, MDVSP) modellje. A valo´s e´letben a ku¨lo¨nbo¨zo˝ menetrendi ja´ratokra e´s
a ja´rmu˝vekre specia´lis ige´nyek vonatkozhatnak. Az elte´ro˝ ja´rmu˝t´ıpusok, valamint a
ja´rmu˝vek tarto´zkoda´si helye alapja´n a ja´rmu˝veket ku¨lo¨nbo¨zo˝ depo´kba oszthatjuk,
ı´gy a ja´ratok kiszolga´la´sa – az ige´nyekto˝l fu¨ggo˝en – ku¨lo¨nbo¨zo˝ depo´kbo´l to¨rte´nhet.
A to¨bbdepo´s ja´rmu˝u¨temeze´si proble´ma´t Bodin e´s szerzo˝ta´rsai definia´lta´k [13],
majd Bertossi e´s szerzo˝ta´rsai mutatta´k meg ro´la, hogy NP-nehe´z feladat [12].
A modell e´rte´ke´t az adja, hogy tartalmazza a valo´s e´letbeli ja´rmu˝u¨temeze´si prob-
le´ma legfontosabb komponenseit. A matematikai modellek ismertete´se sora´n jelo¨le´-
seinkben a Lo¨bel a´ltal haszna´lt terminolo´gia´t ko¨vetju¨k [54].
A to¨bbdepo´s ja´rmu˝u¨temeze´si feladatna´l minden menetrendi ja´rat esete´n a fel-
haszna´lo´ megadja azokat a depo´kat, ahonnan az adott ja´rat kiszolga´lhato´. A gya-
korlatban ez jelentheti pe´lda´ul azt, hogy bizonyos ja´ratok csak csuklo´s busszal
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la´thato´k el, e´s az is megadhato´, hogy mely esetben mely telephelyhez tartozzanak.
Ezeket az elo˝´ıra´sokat a telephely e´s az a´lloma´s elhelyezkede´se, valamint a forgalom
jellemzo˝i hata´rozhatja´k meg.
A ko¨vetkezo˝kben az MDVSP ku¨lo¨nbo¨zo˝ megolda´si technika´it mutatjuk be.
Ezek egy re´sze to¨bbterme´kes folyamproble´ma´ra vezeti vissza a feladatot, e´s ege´sz-
e´rte´ku˝ programoza´si (IP) feladatke´nt oldja meg azt. A ku¨lo¨nbse´g az alapul szol-
ga´lo´ ha´lo´zat fele´p´ıte´se´nek mo´dszere´ben rejlik. Ezek alapja´n megku¨lo¨nbo¨ztetu¨nk
kapcsolatalapu´ e´s ido˝-te´r ha´lo´zati modellt. Egy ma´sik megko¨zel´ıte´sben a prob-
le´ma´t halmazpart´ıciona´la´si, illetve halmazlefede´si feladatke´nt modellezik. Ezt a
modellt elemezte´k pe´lda´ul Ribeiro e´s Soumis [63], vagy Hadjar e´s szerzo˝ta´rsai [43].
2.3.1. A kapcsolatalapu´ to¨bbterme´kes ha´lo´zati modell
A kapcsolatalapu´ to¨bbterme´kes ha´lo´zati folyam (connection-based multicom-
modity network flow) modell sze´lesko¨ru˝en haszna´lt az MDVSP-proble´ma megol-
da´sa´ra. Sok, a te´ma´ba va´go´ kutata´s fo´kusza´lt ennek alkalmaza´sa´ra. Intenz´ıven
tanulma´nyozta´k a genera´lt ege´sze´rte´ku˝ programoza´si feladat megolda´si mo´dsze-
reinek fejleszte´se´ben rejlo˝ leheto˝se´geket. Sza´mos megko¨zel´ıte´s alapul heurisztikus,
ko¨zel´ıto˝ mo´dszerekre (la´sd [23, 54, 57]), mı´g ma´sok pontos megolda´st szolga´ltato´,
egzakt algoritmusokat ta´rgyaltak (la´sd [49, 55]).
Mielo˝tt ra´te´ru¨nk a modell le´ıra´sa´ra, a kora´bban bevezetett jelo¨le´sek melle´ u´j
defin´ıcio´kat is meg kell adnunk. Jelo¨lje D a depo´k halmaza´t, e´s Du ⊆ D egy u
menetrendi ja´rat depo´halmaza´t: ez azokat a depo´kat tartalmazza, amelyekbo˝l ki
lehet kiszolga´lni az u ja´ratot. Jelo¨lje Ud ⊆ U azoknak a ja´ratoknak a halmaza´t,
amelyek kiszolga´lhato´k a d depo´bo´l. Hasonlo´an, minden d ∈ D esete´n definia´lunk
ke´t, dt(d) e´s at(d) – depo´indula´si e´s depo´e´rkeze´si – csu´cspontot a ha´lo´zatban; ezek
szimboliza´lja´k azt, hogy a ja´rmu˝ a d depo´bo´l indul, e´s oda e´rkezik vissza. A ha´lo´zat
csu´cspontjainak N halmaza´t ezek uta´n a ko¨vetkezo˝ mo´don definia´ljuk
N = {dt(u) | u ∈ U} ∪ {at(u) | u ∈ U} ∪ {dt(d) | d ∈ D} ∪ {at(d) | d ∈ D}.
A ha´lo´zat e´leinek defin´ıcio´ja´hoz vezessu¨k be a ko¨vetkezo˝ jelo¨le´seket. Egy d depo´hoz
tartozo´ menetrendi ja´ratok halmaza´hoz rendelju¨k a ko¨vetkezo˝ ira´ny´ıtott e´leket:
Ed = {(dt(u), at(u))|u ∈ Ud}, ∀d ∈ D.
Rendelju¨nk ira´ny´ıtott e´lt a d depo´ minden u ja´rata´nak e´rkeze´si ideje´t reprezen-
ta´lo´ csu´csbo´l az u-val kompatibilis – szinte´n d-beli – ja´ratok indula´si ido˝pontja´hoz
rendelt csu´csba:
Bd = {(at(u), dt(u
′)) | u, u′ ∈ Ud kompatibilis ja´ratok}, ∀d ∈ D.
Bd e´lei rezsija´ratok. Tova´bbi, a d depo´hoz tartozo´ nem menetrendi ja´ratok,
amelyekhez e´leket kell rendelni a ha´lo´zatban, alkotja´k a depo´hoz tartozo´ kia´lla´si
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5. a´bra. A kapcsolatalapu´ modell ha´lo´zata egy ke´tdepo´s feladat pe´lda´ja esete´n.
(A fo¨ldrajzi helyek mellett ezen az a´bra´n az indula´si e´s e´rkeze´si ido˝pontokat sem
reprezenta´ljuk, de csak azokat a csu´csokat ko¨tju¨k o¨ssze e´llel, ahol a megfelelo˝
ja´ratok kompatibilisek.)
e´s bea´lla´si e´lek halmaza´t:
Rd = {(dt(d), dt(u)), (at(u), at(d)) | u ∈ Ud}, ∀d ∈ D.
Ha korla´tot szeretne´nk elo˝´ırni az egyes depo´kban rendelkeze´sre a´llo´ ja´rmu˝vek
sza´ma´ra, akkor szu¨kse´gu¨nk van az u´n.
”
depo´ko¨rfolyam” e´lek halmaza´nak definia´-
la´sa´ra is:
Kd = {(at(d), dt(d))}, ∀d ∈ D.
Ezek alapja´n meg tudjuk adni a ha´lo´zat d depo´hoz tartozo´ e´leinek a halmaza´t:
Ad = Ed ∪Bd ∪Rd ∪Kd, ∀d ∈ D,
e´s a gra´f o¨sszes e´leinek halmaza
E = ∪d∈DAd.
A kapcsolatalapu´ modell ha´lo´zata´nak fele´p´ıte´se´t az 5. a´bra szemle´lteti.
Ezen elo˝ke´szu¨letek uta´n most ma´r ke´szen a´llunk arra, hogy definia´ljuk az
MDVSP-feladatot a G = (N,E) ha´lo´zaton. Ehhez definia´lunk egy ege´sze´rte´ku˝
x vektort, amely egy to¨bbterme´kes folyamke´nt is tekintheto˝. A vektor dimenzio´ja
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megegyezik a ha´lo´zat e´leinek sza´ma´val. A vektor e ∈ E e´lhez tartozo´ komponen-
se´t xde-vel jelo¨lju¨k, ha az e e´l a d depo´hoz tartozik (e ∈ Ad). Az x
d
e komponens
e´rte´ke egy adott u¨temeze´sben 1 lesz, ha az adott e´l benne van az u¨temeze´sben,
ku¨lo¨nben 0. Ez alo´l csak a depo´ko¨rfolyam e´lek a kive´telek, mert azok to¨bbszo¨r is
szerepelhetnek egy u¨temeze´sben.
Az x vektor seg´ıtse´ge´vel olyan korla´tozo´ felte´teleket definia´lunk, amelyek a
feladat ko¨vetelme´nyeit biztos´ıtja´k.
U¨temeze´su¨nkben biztos´ıtani kell azt, hogy minden menetrendi ja´ratot pontosan
egyszer hajtsunk ve´gre. Ez azt jelenti, hogy egy lehetse´ges megolda´sban csak olyan
ja´rmu˝u¨temeze´sek szerepelhetnek, amelyeknek – a depo´ko¨rfolyam e´lekto˝l eltekintve
– nincs ko¨zo¨s e´lu¨k. Ezt a ko¨vetkezo˝ felte´telekkel e´rhetju¨k el:
∑
d∈Du,e=(dt(u),at(u))∈Ed
xde = 1, ∀u ∈ U.
Biztos´ıtanunk kell azt is, hogy az u¨temeze´si ido˝szak ve´ge´re minden ja´rmu˝ visz-
szaa´lljon egy depo´ba. Ez ma´s megfogalmaza´sban azt jelenti, hogy ha egy adott
depo´hoz tartozo´ ja´rmu˝ egy – depo´to´l elte´ro˝ valamelyik – csu´csra (a´lloma´sra) meg-
e´rkezik, azt el is kell hagynia.
∑
e∈n+
xde −
∑
e∈n−
xde = 0, ∀u ∈ U, ∀n ∈ N,
ahol n+ jelo¨li az n ∈ N csu´csbo´l indulo´ e´lek halmaza´t, e´s hasonlo´an, n− az n ∈ N
csu´csba futo´ e´lek halmaza.
Ha vannak depo´kapacita´st korla´tozo´ felte´telek, akkor azokat a depo´ko¨rfolyam
e´lekhez kell kapacita´ske´nt, vagyis a folyame´rte´kre vonatkozo´ felso˝ korla´tke´nt elo˝-
ı´rni. Ez azt jelenti, hogy ha kd a d depo´hoz tartozo´ azonos t´ıpusu´ buszok sza´ma,
akkor a felte´telrendszerhez hozza´ kell adni az
xdat(d),dt(d) ≤ kd
felte´telt.
Ba´rmely, a fenti felte´teleket kiele´g´ıto˝ folyam a feladat egy lehetse´ges megolda´sa
lesz.
Amennyiben optima´lis megolda´st szeretne´nk kapni, definia´lnunk kell egy ce´l-
fu¨ggve´nyt, amelynek a fenti felte´teleket kiele´g´ıto˝ optima´lis megolda´sa´t keressu¨k.
Ez az e´lekhez nemnegat´ıv, valo´s e´rte´ku˝ su´lyokat rendelve to¨rte´nhet. Az e´l su´lya
az adott ja´rat ko¨ltse´ge´t reprezenta´lja. Amennyiben egyszeru˝en a ja´rmu˝vek sza´ma´t
szeretne´nk minimaliza´lni (ekkor a flottaminimaliza´la´si feladatnak nevezett proble´-
ma´ro´l van szo´), akkor a kia´lla´si e´lekhez a to¨bbi e´l ko¨ltse´ge´hez viszony´ıtva nagyon
nagy su´lyokat kell rendelni. Ha ce jelo¨li az e e´lhez rendelt ko¨ltse´get, akkor a feladat
ce´lfu¨ggve´nye:
min
∑
e∈E
cexe.
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Ez a fenti korla´tozo´ felte´telekkel egyu¨tt tekintve egy ege´sze´rte´ku˝ (IP) programoza´si
feladatot hata´roz meg, amelynek megolda´sa – bizonyos e´rtelemben – rutinfeladat.
Ennek megolda´sa´val kapcsolatban a legfo˝bb felmeru¨lo˝ proble´ma az, hogy a ha´-
lo´zatnak tu´l sok e´le lehet. Gondoljunk csak egy to¨bb ezer menetrendi ja´ratot
tartalmazo´ ha´lo´zatra. Ez ma´r egy ko¨zepes, ne´ha´ny sza´zezer lakosu´ va´rosna´l is
elo˝fordulhat, e´s egy ilyen esetben a lehetse´ges rezsia´tmenetek sza´ma millio´s nagy-
sa´grendu˝ is lehet. Ennek az oka az, hogy a kapcsolatalapu´ ha´lo´zat minden e´lt
tartalmaz, ahol aka´r csak elme´letileg is lehetse´ges (rezsi)a´tmenet (az adott ke´t
ja´rat elme´letileg kompatibilis egyma´ssal). A ve´gso˝ megolda´sba ezeknek ugyan
csak egy cseke´ly ha´nyada keru¨l be, de nem lehetse´ges ezek elhagya´sa, mert azzal
esetleg elvesz´ıthetju¨k a feladat optima´lis megolda´sa´t is.
2.3.2. Az ido˝-te´r ha´lo´zati modell
Az e´lek sza´ma´nak cso¨kkente´se egy u´j, mo´dos´ıtott modellel to¨rte´nhet. Ezt ta´r-
gyaljuk a ko¨vetkezo˝kben. Az ido˝-te´r ha´lo´zati (time-space network, TSN) modellt
Kliewer e´s szerzo˝ta´rsai vezette´k be [48] ko¨zu´ti ko¨zo¨sse´gi ko¨zlekede´si feladatok kap-
csa´n. Annak ellene´re, hogy az ido˝-te´r modellt le´giko¨zlekede´si feladatokna´l (repu¨-
lo˝ja´ratok u¨temeze´se´ne´l) ma´r haszna´lta´k kora´bban (la´sd pl. [44]), a ja´rmu˝u¨temeze´s
teru¨lete´n [48] az elso˝ ido˝-te´r mo´dszert ta´rgyalo´ publika´cio´.
A modell fo˝ v´ıvma´nya, hogy nagyobb me´retu˝, a gyakorlatban elo˝fordulo´ prob-
le´ma´kat is meg lehet vele oldani.
A modell ke´t dimenzio´t haszna´l, ezek az ido˝ e´s a te´r. A te´r szo´ jelente´se itt az,
hogy melyik fo¨ldrajzi helyro˝l (a´lloma´sro´l) van szo´, mı´g az ido˝t ido˝vonalak repre-
zenta´lja´k, amelyek egyes a´lloma´sokhoz (fo¨ldrajzi helyekhez) tartoznak. Az ido˝vo-
nalak az indula´si e´s e´rkeze´si ido˝pontokat tartalmazza´k. Minden egyes a´lloma´shoz
tartozik egy ido˝vonal, e´s az a´lloma´s minden lehetse´ges indula´si e´s e´rkeze´si ido˝pont-
ja´hoz egy csu´cspontot definia´lunk annak ido˝vonala´n. (Ha to¨bb, ku¨lo¨nbo¨zo˝ ja´rat
indula´si, vagy e´rkeze´si ido˝pontja egybeesik, azokhoz egy
”
o¨sszevont”csu´cspont tar-
tozik.) Ko¨nnyu˝ e´szrevenni, hogy a ke´t modell ko¨zo¨tti alapveto˝ ku¨lo¨nbse´g az, hogy
az ido˝pontok itt helyekhez vannak ko¨tve. I´gy a ha´lo´zat N csu´cshalmaza´t az a´llo-
ma´sokhoz tartozo´ indula´si e´s e´rkeze´si ido˝pontok adja´k. Minden d ∈ D depo´ esete´n
hasonlo´an definia´lhatjuk Ed-t, mint a kapcsolatalapu´ modellben. Terme´szetesen a
depo´khoz is ido˝vonalakat adunk meg, ı´gy hasonlo´an definia´lhato´ Rd is.
A legfo˝bb ku¨lo¨nbse´g azonban a ke´t modell ko¨zo¨tt a rezsija´ratok defin´ıcio´ja´ban
rejlik. Az ido˝-te´r ha´lo´zati modellben ugyanis az ido˝vonalak haszna´lata´val leheto˝-
se´g ny´ılik arra, hogy
”
o¨sszegyu˝jtsu¨k”, o¨sszevonjuk to¨bb rezsija´rat lehetse´ges folya-
ma´t. I´gy nem felte´tlenu¨l szu¨kse´ges minden egyes lehetse´ges rezsija´ratot ku¨lo¨n e´llel
reprezenta´lni, hanem megfelelo˝ rezsia´tmenetekhez tartozo´ e´leket o¨sszevonhatunk
egyetlen e´lle´. A szerzo˝k [48]-ban az u´gynevezett utolso´-elso˝ egyeze´si strate´gia´t
alkalmazta´k. Ennek alapgondolata egy ke´tfa´zisu´ o¨sszevona´si strate´gia:
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6. a´bra. Egy egyszeru˝ pe´lda ido˝-te´r ha´lo´zatra [10].
– Az elso˝ fa´zisban minden egyes ja´rat e´rkeze´se´t jelke´pezo˝ csu´cspontbo´l az
o¨sszes to¨bbi a´lloma´s esete´n csak a ma´sik a´lloma´s elso˝ olyan ja´rata´hoz ve-
zeto˝, rezsija´ratot jelento˝ e´lt hu´zzuk be, amely ja´ratunkkal ido˝ben az elso˝
kompatibilis ja´rat a ma´sik a´lloma´son. Ezen e´leket nevezzu¨k elso˝ egyeze´snek.
Csak ezeket az e´leket tekintju¨k a lehetse´ges rezsie´lek ko¨zu¨l.
– Az elso˝ fa´zis uta´n egy adott a´lloma´snak az indula´st jelke´pezo˝ csu´cspont-
jaiba mindegyik ma´sik a´lloma´sro´l e´rkezo˝ rezsija´ratok ko¨zu¨l ma´r csak ez elso˝
egyeze´snek megfelelo˝ rezsija´ratokat hagytuk meg. A ma´sodik fa´zisban to-
va´bb cso¨kkentju¨k ezen e´lek sza´ma´t. Most keru¨l sor arra, hogy o¨sszevonjuk
a bee´rkezo˝ rezsie´leket. A ma´sodik fa´zisban egy adott a´lloma´s ido˝pontjaihoz
ve´gigne´zzu¨k az o¨sszes to¨bbi a´lloma´sro´l e´rkezo˝, elso˝ egyeze´s e´leket, e´s az oda
egy azonos, de ma´sik a´lloma´sro´l e´rkezo˝, elso˝ egyeze´st jelento˝ e´lek ko¨zu¨l csak
a legke´so˝bb indulo´t hagyjuk meg. Ezt nevezzu¨k utolso´-elso˝ egyeze´st jelke´-
pezo˝ e´lnek. Elhagyva a to¨bbi, elso˝ egyeze´st jelke´pezo˝ e´let, az e´lek sza´ma´nak
tova´bbi cso¨kkente´se lehetse´ges.
Eze´rt a Bd halmaz az o¨sszes rezsija´ratnak csak egy re´sze´t fogja tartalmazni.
Ezen a mo´don cso¨kkentheto˝ a ku¨lo¨nbo¨zo˝ a´lloma´sok ko¨zo¨tt rezsie´lek sza´ma. Azon-
ban, hogy teljesse´ tegyu¨k a modellt, ahhoz mindegyik a´lloma´shoz be kell vezetni
az a´lloma´son belu¨li csu´cspontokat o¨sszeko¨to˝, u´gynevezett va´rakozo´ e´lek Wd hal-
maza´t, minden d ∈ D depo´ esete´n. Ezek az e´lek mindig az a´lloma´s ido˝vonala´t
ko¨vetik, e´llel o¨sszeko¨tve az egyma´st ko¨veto˝ (indula´si) ido˝pontokat, o¨sszegyu˝jtve
azok folyama´t. Ebben az esetben az Ad e´lhalmaz defin´ıcio´ja a ko¨vetkezo˝ lesz:
Ad = Ed ∪Bd ∪Rd ∪Kd ∪Wd, ∀d ∈ D,
e´s a gra´f o¨sszes e´leinek halmaza
E = ∪d∈DAd.
A 6. a´bra mutat egy egyszeru˝ pe´lda´t egy ido˝-te´r ha´lo´zatra.
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Ebben az esetben az IP-modell a kapcsolatlapu´ modelle´hez hasonlo´ lesz.
Az egyetlen ku¨lo¨nbse´g, hogy to¨bb e´l folyama´t egyetlen e´lbe gyu˝jthetju¨k o¨ssze, ı´gy
az xde ∈ {0, 1} felte´tel helyett az ”
xde ≥ 0, x
d
e ege´sz” felte´telt kell szerepeltetnu¨nk.
2.3.3. A halmazpart´ıciona´la´si modell
Ebben az alfejezetben Ribeiro e´s Soumis [63] cikke alapja´n megadjuk a prob-
le´ma egy halmazpart´ıciona´la´si megfogalmaza´sa´t. Az MDVSP a 2.3.1. alfejezetben
megfogalmazott G gra´fon megadott ko¨rfolyamok seg´ıte´se´ge´vel u´jrafogalmazhato´.
Minden d ∈ D esete´n legyen Hd azon G-beli p utak halmaza, amelyek dt(d)-bo˝l
indulnak, e´s oda is te´rnek vissza. Legyen
H =
∪
d∈D
Hd
az o¨sszes G-beli ilyen utak halmaza. Minden p ∈ Hd esete´n vezessu¨nk be egy y
d
p
bina´ris va´ltozo´t, amelyet a ko¨vetkezo˝ke´ppen definia´lunk:
ydp =


1, ha a p ∈ Hd u´t szerepel a megolda´sban,
0, ku¨lo¨nben.
Definia´ljuk tova´bba´ ade,p-t az ala´bbi mo´don:
ade,p =


1, ha a p ∈ Hd u´t tartalmazza az e e´lt,
0, ku¨lo¨nben.
Legyen cp a p ∈ Hd u´thoz rendelt ko¨ltse´g. Ekkor a modell a ko¨vetkezo˝ke´ppen
fogalmazhato´ meg. Minimaliza´ljuk a
∑
d∈D
∑
p∈Hd
cpy
d
p
ce´lfu¨ggve´nyt a
∑
d∈D
∑
p∈Hd,e=(dt(u),at(u))∈Ed
ade,py
d
p = 1, ∀u ∈ U
e´s
ydp ∈ {0, 1}, ∀d ∈ D, ∀p ∈ Hd
felte´telek mellett.
Ha a d depo´ban korla´tos, kd sza´mu´ ja´rmu˝ van, akkor ebben az esetben a felte´-
teleket ki kell ege´sz´ıteni a ko¨vetkezo˝ egyenlo˝tlense´gekkel:
∑
p∈Hd
ydp ≤ kd, ∀d ∈ D.
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2.3.4. Heurisztikus algoritmusok
Az MDVSP-re sza´mos heurisztikus megko¨zel´ıte´st publika´ltak. Kliewer e´s ta´r-
sai egy u´n. va´ltozo´fixa´la´si (variable fixing) heurisztika´t adnak meg [47], amely az
ido˝-te´r modellen alapul. Ennek alapo¨tlete, hogy egyszeru˝s´ıtett proble´ma´k megol-
da´sa´val (az eml´ıtett cikkben ku¨lo¨n SDVSP-proble´ma´kat oldanak meg az eredeti
MDVSP minden depo´ja´ra) olyan ja´ratsorozatokat tala´ljon, melyek minden egysze-
ru˝s´ıtett proble´ma´ban egyma´s uta´n ko¨vetkeznek. Ezeket a sorozatokat leko¨ti, e´s a
fele´p´ıtendo˝ ido˝-te´r modellben egyu¨tt kezeli o˝ket.
Suhl e´s szerzo˝ta´rsai [69] egy kerek´ıte´ses heurisztika´t alkalmaztak. Mo´dsze-
ru¨k alapo¨tlete, hogy az MDVSP-feladat LP-relaxa´cio´ja´nak e´rte´ke e´s az optima´lis
ege´sz megolda´s e´rte´ke ko¨zo¨tti ku¨lo¨nbse´g megleheto˝sen kicsi, ne´ha nulla, e´s az LP-
relaxa´cio´ optima´lis megolda´sa´ban sok va´ltozo´ kap ma´r ege´sz e´rte´ket. Az algoritmus
egy elo˝re meghata´rozott korla´t ele´re´sekor lea´ll´ıtja az IP-megoldo´t (ez lehet a be-
ja´rt csu´csok sza´ma´nak korla´tja, vagy az aktua´lis feladat e´rte´ke e´s az LP-relaxa´cio´
e´rte´ke ko¨zo¨tti ku¨lo¨nbse´g), majd az ı´gy
”
ke´zben le´vo˝” re´szmegolda´son ve´grehajt egy
kerek´ıte´si algoritmust. Az algoritmus a´ltal meghata´rozott ke´t kerek´ıte´si tartoma´ny
[0, rl] e´s [ru, 1], ahol 0 ≤ rl ≤ ru ≤ 1. Legyen xj egy va´ltozo´, e´s xj − ⌊xj⌋ = fj ,
ahol 0 ≤ xj ≤ 1. A heurisztika az xj e´rte´ke´t az ala´bbi szaba´lyok szerint kerek´ıti:
xj :=


⌊xj⌋, ha fj ∈ [0, rl],
⌈xj⌉, ha fj ∈ [ru, 1].
Egyma´s uta´n to¨bb kerek´ıte´si itera´cio´t is ve´grehajthatunk, felte´ve, hogy az ı´gy
le´trejo¨tt LP me´g mindig lehetse´ges megolda´st ad. Ha nem tudtunk egy va´lto-
zo´t sem kerek´ıteni, akkor a kezdeti kerek´ıte´si intervallumok no¨velheto˝k. Az ı´gy
kapott feladatra u´jra lefuttatjuk a korla´toza´s-sze´tva´laszta´s mo´dszere´re alapulo´ IP-
megoldo´t. A folyamatot addig isme´telju¨k, amı´g minden va´ltozo´t fixa´ltunk, vagy a
feladatnak nincs lehetse´ges megolda´sa.
Pepin e´s szerzo˝ta´rsainak dolgozata to¨bb heurisztikus mo´dszert hasonl´ıt o¨ssze
[61]. A publika´cio´ban o¨t ku¨lo¨nbo¨zo˝ heurisztikus megko¨zel´ıte´st vizsga´lnak:
– egy sze´tva´laszta´s e´s va´ga´s (branch-and-cut) t´ıpusu´ megolda´st,
– Lagrange-relaxa´cio´ra alapulo´ heurisztika´t,
– oszlopgenera´la´st,
– egy nagy szomsze´dsa´gi kerese´st,
– valamint egy tabu-kerese´st.
A sze´tva´laszta´s e´s va´ga´s t´ıpusu´ megolda´s alkalmaza´sa´na´l a feladat ido˝-te´r mo-
dellje´t e´p´ıtik fel, majd oldja´k meg CPLEX-szel, mı´g az oszlopgenera´la´sna´l le´nye-
ge´ben szinte´n CPLEX-szel kapnak eredme´nyt.
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A proble´ma folyammegmarada´si felte´tele´nek Lagrange-relaxa´la´sa´val a kapott
feladat SDVSP-re´szproble´ma´kkal lesz ekvivalens, amit egy aukcio´s algoritmussal
oldanak meg. Az ı´gy kapott also´ korla´tot szubgradiens mo´dszerrel jav´ıtja´k.
A nagy szomsze´dsa´gi kerese´s egy kezdeti megolda´sbo´l kiindulva minden itera´-
cio´ban r ku¨lo¨nbo¨zo˝ ja´rmu˝mu˝szakot va´laszt ki, to¨bb va´laszta´si strate´gia valame-
lyike´vel. Az ı´gy kiva´lasztott mu˝szakokat u´jraoptimaliza´lja´k, az oszlopgenera´la´st
haszna´lva. A va´laszta´si strate´gia´k valo´sz´ınu˝se´ge minden itera´cio´ban va´ltozik atto´l
fu¨ggo˝en, hogy az elo˝zo˝ek mennyire voltak hate´konyak.
A tabukerese´s szinte´n egy kezdeti megolda´sbo´l indul, e´s minden itera´cio´ban az
aktua´lis megolda´s egy szomsze´dja´ra te´r a´t. Ke´tfe´le mo´don definia´lja´k a szomsze´d-
sa´got: 1-mozgata´s, e´s csere-mozgata´s alapja´n. Az 1-mozgata´ssal olyan szomsze´dok
e´rheto˝ek el, melyne´l a vi eszko¨z valamely ja´rata´t a szomsze´dban egy ma´sik, vj esz-
ko¨z hajtja ve´gre. A csere-mozgata´s olyan szomsze´dokat ad, melyekne´l, ha a tk
ja´ratot a vi eszko¨z, valamint a tk′ ja´ratot a vj eszko¨z hajtotta ve´gre az eredeti
u¨temeze´sben, u´gy a szomsze´dban a tk ja´ratot a vj , valamint a tk′ ja´ratot a vi
eszko¨z hajtja ve´gre (valamely k, k′, i e´s j e´rte´kekre).
3. A ja´rmu˝vezeto˝-u¨temeze´si feladat
A munkaero˝ ko¨ltse´ge egy nagyon fontos, kiemelt o¨sszetevo˝je az ege´sz operat´ıv
u¨temeze´s ko¨ltse´ge´nek, ı´gy a dolgozo´k munka´ja´nak beoszta´sa, u¨temeze´se manap-
sa´g ko¨zponti ke´rde´s. Tipikus szeme´lyzetbeoszta´si alkalmaza´sok jelennek meg a
ko´rha´zak u¨zemeltete´se´ne´l (pl. no˝ve´rek), a call-centerekben (opera´torok), le´gita´r-
sasa´gokna´l (stewardessek, pilo´ta´k), e´s a ko¨zlekede´si va´llalatokna´l (ja´rmu˝vezeto˝k
munka´ja´nak u¨temeze´se´re). A beoszta´sok elke´sz´ıte´sekor a felte´telek ero˝sen szakma-
specifikusak, ı´gy a proble´ma´k megfogalmaza´sa, a modellek e´s megolda´si mo´dszerek
is megleheto˝sen va´ltozatosak [28].
A ja´rmu˝vezeto˝-u¨temeze´s sora´n (amelyet ro¨viden vezeto˝u¨temeze´snek is fogunk
nevezni) adott az ella´tando´, operat´ıv feladatok halmaza. Ezt kell olyan mo´don
mu˝szakokba rendezni az adott ido˝perio´dusra (a´ltala´ban egy napra) vonatkozo´an,
hogy minden feladat hozza´ legyen rendelve egy mu˝szakhoz, e´s a mu˝szakok minden
– a ja´rmu˝vezeto˝k sza´ma´ra elo˝´ırt – szaba´lynak megfeleljenek. A hozza´rendele´st u´gy
kell megadni, hogy eko¨zben minimaliza´ljuk az u¨temeze´s sora´n kialak´ıtott mu˝szakok
ko¨ltse´geinek o¨sszege´t.
Sok olyan felte´tel van, amelyet a vonatkozo´ jogszaba´lyok e´s az adott ko¨zlekede´si
va´llalat dolgozo´ira vonatkozo´ szaba´lyok, elo˝´ıra´sok hata´roznak meg. Ilyenek a napi
munkaido˝-beoszta´sra vonatkozo´ szaba´lyok, a maxima´lis munkaido˝ e´s a napi pihe-
no˝ido˝ minima´lis hossza, a kello˝ sza´mu´ e´s ideju˝ szu¨net elo˝´ıra´sa egy adott vezete´si
ido˝ uta´n, ke´t munkabeoszta´s ko¨zo¨tt ko¨telezo˝en elo˝´ırt piheno˝ido˝ stb. A menetrendi
ja´ratokon e´s a rezsimeneteken k´ıvu¨l sokfe´le technikai e´s adminisztra´cio´s feladat is
van, amelyeknek pontosan meghata´rozott ido˝beli hossza van. Ilyenek az utasok ki-
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e´s besza´lla´si ideje a ja´ratok ve´ga´lloma´sain: a tankola´s, a parkola´s, a mu˝szakkezdet
e´s -befejeze´s stb. Megjegyezzu¨k, hogy a vezete´si ido˝ e´s a munkaido˝ ku¨lo¨nbo¨zo˝ fo-
galmak, ı´gy ezekre elte´ro˝ szaba´lyok vonatkozhatnak, mike´nt arra is, hogy melyik
technikai teve´kenyse´g ideje melyikbe sza´mı´t bele. Ehhez ja´rulhat me´g hozza´ az,
hogy ku¨lo¨nbo¨zo˝ va´llalatokna´l tova´bbi korla´tozo´ felte´telek e´s szaba´lyok is elo˝fordul-
hatnak (szolga´lati ido˝, tengelyen to¨lto¨tt ido˝ stb.).
A ku¨lo¨nbo¨zo˝ teve´kenyse´gekhez tartozo´ dolgozo´i ko¨ltse´geknek (a fizete´seknek
e´s egye´b ja´rule´koknak) megfelelo˝en az egyes feladatokhoz ko¨ltse´geket tudunk ren-
delni. I´gy az egyes mu˝szakok ko¨ltse´geit u´gy sza´mı´tjuk ki, hogy o¨sszeadjuk a ku¨-
lo¨nbo¨zo˝ teve´kenyse´gek ko¨ltse´geit.
A legne´pszeru˝bb megko¨zel´ıte´s a proble´ma megolda´sa´ra a halmazpart´ıciona´la´s
(la´sd pl. [30]), valamint az annak relaxa´cio´ja´t jelento˝ halmazlefede´si modell (pl.
[66, 73]) vizsga´lata.
A megolda´s elo˝a´ll´ıta´sa tipikusan ke´tfe´le mo´don to¨rte´nhet: vagy a korla´tozo´ fel-
te´teleket kiele´g´ıto˝ egy lehetse´ges megolda´s elo˝a´ll´ıta´sa´val [27] e´s annak iterat´ıvan
to¨rte´no˝ jav´ıta´sa´val, vagy nagysza´mu´ legenera´lt lehetse´ges megolda´s ko¨zu¨l a legjob-
bak kiva´laszta´sa´val [50]. Ku¨lo¨nbo¨zo˝ jellegu˝ algoritmusokat alkalmaztak a proble´ma
megolda´sa´ra. Ezek ko¨zu¨l e´rdemes kiemelni az ege´sze´rte´ku˝ programoza´si modelle-
ket (la´sd pl. [72]), az evolu´cio´s elvekre e´pu¨lo˝ metaheurisztikus elja´ra´st [50], vagy a
Fuzzy-mo´dszeren alapulo´ [52] algoritmusokat.
A helyes modell kialak´ıta´sa´t nagyme´rte´kben nehez´ıti az, hogy a ku¨lo¨nbo¨zo˝ ko¨z-
lekede´si ta´rsasa´gok ma´s-ma´s elveket, belso˝ szaba´lyokat alkalmaznak a vezeto˝u¨te-
meze´sne´l. Ilyen lehet pe´lda´ul annak elo˝´ıra´sa, hogy mely pontokon (mely fo¨ldrajzi
helyeken) to¨rte´nhet vezeto˝csere egy adott ja´rmu˝vo¨n, ez mennyi ido˝t ige´nyel, milyen
szaba´lyok vonatkoznak a szu¨netekre stb. Az ilyen ku¨lo¨nbse´gek e´s a nagysza´mu´,
nehe´z korla´tozo´ felte´tel miatt a legto¨bb megolda´si mo´dszer csak a legalapveto˝bb
korla´tozo´ felte´teleket veszik figyelembe. Ilyen lehet pe´lda´ul a maxima´lis munkaido˝,
a ne´ha´ny ro¨vid e´s egy hosszu´ (e´tkeze´si) munkako¨zi szu¨net.
Egy valo´s e´letbo˝l sza´rmazo´ pe´lda esete´n az o¨sszes szu¨net kezele´se, u¨temeze´-
se azonban nem egyszeru˝: az egy mu˝szakon belu¨l elo˝´ırt szu¨netek sza´ma ugyanis
fu¨gghet a mu˝szak e´s/vagy a ma´r ledolgozott munkaido˝ hossza´to´l. A munkaido˝ elo˝-
rehalada´sa´val egyre gyakrabban kell a szu¨neteket kiadni (a´ltala´ban egyre ro¨videbb
munkaszakaszok uta´n, de ezekre is vonatkozhatnak bonyolultabb szaba´lyok); to¨bb
ku¨lo¨nbo¨zo˝ varia´cio´ van a szu¨netek hossza´ra. Emellett sok szaba´ly nem a munka-
ido˝re vonatkozik, hanem a vezete´si ido˝re, e´s a ketto˝ elte´rhet egyma´sto´l. A munka-
ido˝be belesza´molo´dhatnak ma´s, elo˝´ırt technikai ido˝k is, pe´lda´ul a ve´ga´lloma´sokon
to¨rte´no˝ fel- e´s lesza´lla´si ido˝k [29]. A fenti korla´tozo´ felte´teleket aze´rt soroltuk fel,
hogy e´rze´keltessu¨k azt, hogy mennyire bonyolult egy ilyen rendszer, e´s pro´ba´ltuk
felva´zolni azt is, hogy milyen elva´ra´sokat ta´masztanak egy matematikai modell
elke´sz´ıte´se e´s alkalmaza´sa sora´n az egyes felhaszna´lo´k.
A vezeto˝u¨temeze´s ko¨zponti logisztikai proble´ma a to¨megko¨zlekede´sben, hiszen
a ja´rmu˝vezeto˝kkel kapcsolatos ko¨ltse´gek a teljes, ko¨zlekede´ssel kapcsolatos ko¨ltse´-
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gek nagy re´sze´t alkotja´k. A vezeto˝u¨temeze´s alapproble´ma´ja a ko¨vetkezo˝ mo´don
hata´rozhato´ meg: Adottak a ja´rmu˝vek ko¨zlekede´sei/teve´kenyse´gei, fix indula´si e´s
e´rkeze´si ideju¨kkel e´s helyu¨kkel. A feladat az, hogy mindegyikhez ja´rmu˝vezeto˝ket
rendelju¨nk minima´lis ko¨ltse´ggel, a´tfede´sek ne´lku¨l, kiele´g´ıtve a szaba´lyokat e´s az
elo˝´ıra´sokat. Ennek klasszikus matematikai megfogalmaza´sa egy halmazlefede´si
proble´ma´t eredme´nyez, amely proble´ma´ro´l ismert, hogy NP-teljes [37].
A vezeto˝u¨temeze´si proble´ma´ra CSP-ke´nt (Crew Scheduling Problem) fogunk
hivatkozni, ba´r az angol nyelvu˝ szakirodalomban emellett szoka´s Driver Schedul-
ing Problem-nek vagy Duty Scheduling Problem-nek is nevezni. Az irodalomban
sza´mos CSP-megolda´si mo´dszer e´s alkalmaza´s tala´lhato´. A ko¨vetkezo˝kben ezeket
tekintju¨k a´t ro¨viden. Re´szletesebb a´ttekinte´shez pe´lda´ul a [28] tanulma´ny aja´nl-
hato´ az ez ira´nt e´rdeklo˝do˝knek.
3.1. Modellek e´s algoritmusok a CSP-re
Az alfejezetet az alapveto˝ jelo¨le´sek o¨sszefoglala´sa´val kezdju¨k. Egy olyan fo¨ld-
rajzi helyet, ahol egy feladat (task ) kezdo˝dik, vagy befejezo˝dik, e´s a vezeto˝ elhagy-
hatja, vagy elfoglalhatja a ja´rmu˝vet, va´lta´si helynek (relief point ) nevezu¨nk. Ami-
kor egy ja´rmu˝ egy va´lta´si helyhez e´r, lehetse´ges va´lta´si pontro´l (relief oppurtunity )
besze´lu¨nk. A ja´rmu˝ ke´t egyma´st ko¨veto˝ lehetse´ges va´lta´si pont ko¨zo¨tti feladatait
munkaszakasznak (work piece ) nevezzu¨k. A vezeto˝u¨temeze´si feladat megolda´sa´ra
ke´t a´ltala´nos megko¨zel´ıte´s le´tezik.
3.1.1. A genera´la´s e´s kiva´laszta´s mo´dszere
A mo´dszerre az angol elneveze´s (Generate and Select ) ro¨vid´ıte´se alapja´n GaS-
sel fogunk hivatkozni. GaS-technika´t haszna´ltak az [50, 52, 72] cikkekben. A mo´d-
szer a ko¨vetkezo˝ke´ppen foglalhato´ o¨ssze: A genera´la´si le´pe´sben a´ll´ıtsunk elo˝ nagy-
sza´mu´ szaba´lyos mu˝szakot, majd a kiva´laszta´si le´pe´sben keressu¨nk egy olyan re´sz-
halmazt a genera´lt mu˝szakokbo´l, amely minima´lis ko¨ltse´gu˝ e´s lefedi a feladatokat.
Az elso˝ fa´zis jelento˝s sza´mı´ta´si ido˝t ige´nyel. A sza´mı´ta´si ige´ny nagyban fu¨gg a
ja´ratok mennyise´ge´to˝l, a szaba´lyok sza´ma´to´l e´s bonyolultsa´ga´to´l. Emellett a sza-
ba´lyok elleno˝rze´se´nek sza´mı´ta´si ige´nye is nagyban befolya´solja ennek a fa´zisnak –
e´s ı´gy az ege´sz proble´ma – komplexita´sa´t.
A GaS kiva´laszta´si fa´zisa hagyoma´nyosan egy halmazlefede´si vagy halmazpar-
t´ıciona´la´si feladatke´nt fogalmazhato´ meg. Jelo¨lje n′ a lehetse´ges mu˝szakok e´s m′
a feladatok sza´ma´t, xj ∈ {0, 1} e´s ai,j ∈ {0, 1} az i. feladathoz e´s a j. mu˝szakhoz
tartozo´ va´ltozo´kat (i = 1, 2, . . . ,m′, j = 1, 2, . . . , n′), ahol
xj =


1, ha a j. mu˝szakot kiva´lasztjuk,
0, ku¨lo¨nben.
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ai,j =


1, ha az i. feladatot tartalmazza a j. mu˝szak,
0, ku¨lo¨nben.
Ekkor a feladat a ko¨vetkezo˝ mo´don ı´rhato´ fel:
min

w1
n′∑
j=1
cjxj + w2
n′∑
j=1
xj

 (1)
figyelembe ve´ve az ala´bbi korla´tozo´ felte´teleket:
n′∑
j=1
ai,jxj ≥ 1, i = 1, 2, . . . ,m
′, (2)
ahol cj a j. mu˝szak ko¨ltse´ge, w1 e´s w2 ku¨lo¨nbo¨zo˝ su´lyok.
Az (1) ce´lfu¨ggve´ny a (2) felte´telrendszerrel egy halmazlefede´si feladatot gene-
ra´l, melyne´l – mint az e´szreveheto˝ – a´tfede´s is lehetse´ges. Ez azt jelenti, hogy
ugyanazon feladathoz elvileg to¨bb mu˝szak is hozza´rendelheto˝. Ebben az esetben
a gyakorlatban gondoskodnunk kell az esetleges a´tfede´sek kezele´se´ro˝l, vagy ezek
sza´ma´nak minimaliza´la´sa´ro´l is [25, 66].
A part´ıciona´la´si modell a lefede´si feladat olyan megszor´ıta´sa, amikor a´tfede´s
nem lehetse´ges. Ez annyiban mo´dos´ıtja a felte´telrendszert, hogy az egyenlo˝tlen-
se´gek helyett egyenlo˝se´geket ı´runk elo˝. A proble´ma az, hogy ebben az esetben
a lehetse´ges megolda´sok le´teze´se nem garanta´lt. Megjegyezzu¨k, hogy mindke´t
feladatro´l bebizony´ıtotta´k, hogy NP-nehe´z [37].
A proble´ma megolda´sa´ra sza´mos elja´ra´s le´tezik. Pe´lda´ul ege´sze´rte´ku˝ progra-
moza´si mo´dszereket haszna´lnak [72]-ben, heurisztikus megolda´si technika´kat alkal-
maznak [50]-ben.
3.1.2. A konstrukt´ıv megko¨zel´ıte´s mo´dszere
A konstrukt´ıv megko¨zel´ıte´s egyetlen megolda´st e´p´ıt fel ira´ny´ıtottan egy opti-
maliza´la´si elja´ra´s seg´ıtse´ge´vel. Ennek kerete rendszerint egy hagyoma´nyos iterat´ıv
elja´ra´s, amely egy indulo´ megolda´st genera´l, e´s iterat´ıvan jav´ıtja azt. Ezzel a
mo´dszerrel tala´lkozhatunk a [2, 27, 40, 71] cikkekben.
3.1.3. A szaba´lyok elleno˝rze´se
A legkritikusabb re´szfeladat annak elleno˝rze´se, hogy a kapott megolda´s lehet-
se´ges megolda´s-e. Ez azt jelenti, hogy – mindke´t megko¨zel´ıte´s genera´lo´ folyamata
sora´n – a megolda´shoz tartozo´ o¨sszes mu˝szakro´l el kell do¨ntenu¨nk, hogy azok
Alkalmazott Matematikai Lapok (2014)
22
A´RGILA´N VIKTOR, BALOGH JA´NOS, BE´KE´SI JO´ZSEF, DA´VID BALA´ZS,
GALAMBOS GA´BOR, KRE´SZ MIKLO´S, TO´TH ATTILA
teljes´ıtik-e a felte´teleket. Miuta´n – me´g egy kisme´retu˝ proble´ma esete´n is – a le-
hetse´ges mu˝szakok sza´ma nagyon nagy, eze´rt a technika´k to¨bbse´ge´ne´l ku¨lo¨nbo¨zo˝
egyszeru˝s´ıte´sek keru¨lnek ve´grehajta´sra aze´rt, hogy a futa´si ido˝t cso¨kkentse´k. Egy
alkalmazott megolda´s az, hogy a proble´ma me´rete´t cso¨kkentik azzal, hogy lehet-
se´ges va´lta´si pontokat hagynak el, vagy azzal, hogy csak sza´mı´ta´silag kezelheto˝
sza´mu´ mu˝szakot genera´lnak le. Ezek az egyszeru˝s´ıte´sek terme´szetesen befolya´sol-
hatja´k e´s korla´tozhatja´k a mo´dszerne´l az optimaliza´la´s sikere´t.
3.2. A CSP korla´tozo´ felte´teleiro˝l
A CSP megolda´sa sora´n a korla´tozo´ felte´telek valo´ban do¨nto˝ szerepet ja´tszanak
a megolda´si mo´dszer szempontja´bo´l. Ezek ero˝sen befolya´solja´k a megolda´s milyen-
se´ge´t e´s a sza´mı´ta´si ido˝t. Ero˝s korla´tozo´ felte´telekkel rendelkezo˝ valo´s proble´ma´k
esete´n nehe´z ke´rde´s, hogy megtala´lja´k az egyensu´lyt a fenti szempontok ko¨zo¨tt.
Mivel a´ltala´ban a proble´ma me´rete nagy, e´s az elo˝´ırt szaba´lyok ro¨gz´ıtettek, a fo˝
ce´l az, hogy tala´ljunk egy hate´kony mo´dszert, amely gyakorlati szempontbo´l jo´
mino˝se´gu˝, kivitelezheto˝ megolda´st nyu´jt.
A fo˝ korla´tokat nemzetko¨zi (pl. EU-s szaba´lyok) e´s nemzeti (miniszte´riumi, o¨n-
korma´nyzati stb.) szinten hata´rozza´k meg. A helyi ko¨zlekede´si va´llalat is tova´bbi
”
keme´ny” e´s
”
puha” ige´nyeket (szigoru´an betartando´ vagy aja´nlott) definia´lhat.
Fontos ige´ny a valo´s, gyakorlati alkalmaza´sok mellett a rugalmassa´g. Sok eset-
ben az adapta´lhato´sa´g e´s a futa´si ido˝ a legfontosabb szempontok, ha a megolda´s
mino˝se´ge megfelel bizonyos ko¨vetelme´nyeknek (a´ltala´ban valamilyen korla´tozo´ fel-
te´teleknek). Abban az esetben, ha do¨nte´sta´mogato´ az u¨temeze´s, egyes me´rno¨ki
ko¨vetelme´nyek mino˝se´ge´re vonatkozo´an a megolda´st nem kell, vagy nem is lehet
formaliza´lni. Ekkor a hosszu´ta´vu´ terveze´s u¨temeze´se interakt´ıv mechanizmuske´nt
valo´sul meg, azaz interakt´ıv, me´rno¨ki beavatkoza´s lehetse´ges vagy szu¨kse´ges is.
Egy mo´dszer alkalmaza´sa´nak leheto˝se´ge nagyme´rte´kben fu¨gg atto´l, hogy mike´nt
lehet a modellben a szu¨kse´ges szaba´lyokat megfogalmazni, formaliza´lni, milyen
parame´tereket ke´pes kezelni, e´s eza´ltal a ku¨lo¨nbo¨zo˝ megolda´sokat elo˝a´ll´ıtani.
Ez a rugalmassa´g ko¨zponti ke´rde´s az optimaliza´la´si folyamat to¨bbi szakasza´hoz
valo´ viszony tekintete´ben is: a megolda´s e´rte´kele´se o¨nmaga´ban nem, csak a ja´rmu˝-
u¨temeze´s, valamint a vezeto˝beoszta´s eredme´nye´nek e´rte´kele´se´vel egyu¨tt lehetse´ges.
3.3. A ce´lfu¨ggve´nyro˝l
A CSP megolda´sa´nak mino˝se´ge csak re´szben fu¨gg az eredme´nyezett mu˝szakok
sza´ma´to´l. A´ltala´nosabban, egy megolda´s ko¨ltse´ge´nek a tartalmazott mu˝szakok
ko¨ltse´geinek o¨sszege´t tekinthetju¨k. Terme´szetesen egy ja´rmu˝vezeto˝ foglalkoztata´-
sa´nak van egy a´ltala´nos ko¨ltse´ge, eze´rt minimaliza´lva az o¨sszko¨ltse´get, a vezeto˝-
u¨temeze´s alacsony szinten fogja tartani a mu˝szakok sza´ma´t is. Ma´sre´szt, ko¨ltse´-
geket rendelhetu¨nk a mu˝szakokhoz a bennu¨k szereplo˝ feladatok szerint is. Ezen
k´ıvu¨l meg lehet hata´rozni egye´b jellemzo˝ket, mint pe´lda´ul a mu˝szak t´ıpusa, a va´r-
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hato´ ido˝tartama, amelyek ja´rule´kosan, bu¨ntete´ske´nt szerepelhetnek a ko¨ltse´gben
is. Mindazona´ltal, a lega´ltala´nosabb e´rtelemben e´rte´kelve a megolda´st, a mu˝sza-
kok o¨sszes munkaideje´t lehet teljes ko¨ltse´gke´nt tekinteni. (Egyes helyeken a be´reze´s
nem munkaido˝ szerint to¨rte´nik, ilyenkor terme´szetesen a mu˝szak ko¨ltse´ge´t is ehhez
kell igaz´ıtani.)
4. Integra´lt strate´gia´k
Ebben a fejezetben a ja´rmu˝- e´s ja´rmu˝vezeto˝-u¨temeze´si feladat integra´lt meg-
ko¨zel´ıte´seit (vehicle and crew scheduling problem, VCSP ) tekintju¨k a´t ro¨viden,
megeml´ıtve az irodalomban ta´rgyalt legfontosabb modelleket, algoritmusokat.
Az e´rdeklo˝do˝knek kiindulo´pontke´nt a [68] cikket aja´nljuk, a re´szletesebb elme´-
lyu¨le´shez javasoljuk a kitu˝no˝ a´ttekinte´st ado´ [24] tanulma´nyt.
A ja´rmu˝vezeto˝-u¨temeze´s a hagyoma´nyos megko¨zel´ıte´st ko¨vetve a ja´rmu˝u¨te-
meze´s fa´zisa uta´n hajto´dik ve´gre. (Eze´rt ezt szekvencia´lis megko¨zel´ıte´snek is
nevezzu¨k.) Ez a´ltala´ban hate´konyan ve´grehajthato´, ha a va´lta´si helyek ko¨zo¨tt sok
olyan van, amely megengedett va´lta´si pont is egyben, e´s a kialak´ıtott ja´rmu˝u¨te-
meze´s gyakran e´rint ilyen va´lta´si helyet. Azonban, ha a kialak´ıtott ja´rmu˝u¨temeze´s
tu´l
”
su˝ru˝”, sok helyen nincs ele´g ido˝ a ja´rmu˝vezeto˝-va´lta´sra, vagy a kialak´ıtott
ja´rmu˝u¨temeze´s hosszu´ ideig nem e´rint megengedett va´lta´si helyet, akkor rontha-
tunk az elo˝zo˝ fa´zis eredme´nye´n, vesz´ıthetu¨nk a hate´konysa´gbo´l. A ja´rmu˝u¨temeze´s
e´s a ja´rmu˝vezeto˝-u¨temeze´s egyszerre to¨rte´no˝ elve´gze´se emiatt indokolt lehet, e´s ez
napjaink egyik fontos kutata´si teru¨lete.
A VCSP feladata a ko¨vetkezo˝ke´ppen fogalmazhato´ meg. Adott menetrendi
ja´ratok egy halmaza, adott a ja´rmu˝flotta, melynek ja´rmu˝vei ku¨lo¨nbo¨zo˝ depo´k-
hoz tartoznak, adottak tova´bba´ a ja´rmu˝vezeto˝kre vonatkozo´ szaba´lyok. A feladat
a ja´rmu˝veknek e´s a ja´rmu˝vezeto˝knek olyan e´rve´nyes u¨temeze´se´t adni, hogy az
valamennyi – ja´rmu˝re e´s ja´rmu˝vezeto˝re – vonatkozo´ szaba´lynak megfeleljen, e´s
minima´lis ko¨ltse´gu˝ legyen.
Ez a feladat egy, az MDVSP-hez hasonlo´ ege´sze´rte´ku˝ programoza´si feladat-
ke´nt ı´rhato´ fel, kibo˝v´ıtve olyan felte´telekkel, amelyek egyre´szt a vezeto˝u¨temeze´s-
nek felelnek meg, ma´sre´szt pedig kapcsolatot teremtenek a ke´t u¨temeze´s ko¨zo¨tt.
Ekkor a ce´lfu¨ggve´nyben is a ke´t u¨temeze´s ko¨ltse´ge´nek o¨sszege jelenik meg (la´sd pl.
[24]).
Mint kora´bban la´ttuk, az MDVSP- e´s a VCSP-feladat kapcsa´n is elmondhatjuk,
hogy mindketto˝ NP-nehe´z feladat.
A ko¨vetkezo˝ekben ismertetett mo´dszerek esete´n ne´ha´nyna´l a ja´rmu˝u¨temeze´s
re´szfeladata egydepo´s, e´s ı´gy polinomia´lis ido˝ben megoldhato´ [13].
A VCSP feladata´ban a lehetse´ges mu˝szakok sza´ma igen nagy, ku¨lo¨no¨sen a to¨bb-
depo´s esetben. E´ppen eze´rt az 1990-es e´vek ve´ge´ig nem o¨vezte akkora e´rdeklo˝de´s a
proble´ma´t a kutato´k ko¨re´ben, mint a ja´rmu˝u¨temeze´si vagy ja´rmu˝vezeto˝-u¨temeze´si
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proble´ma´t. A sza´mı´to´ge´pek sza´mı´ta´si sebesse´ge´nek no¨vekede´se e´s az egyre kifino-
multabb optimaliza´la´si mo´dszerek alkalmaza´sa re´ve´n azonban az utolso´ e´vtizedben
megno˝tt az e´rdeklo˝de´s ezek ira´nya´ban, szaporodnak az ilyen ta´rgyu´ publika´cio´k.
A kis e´s ko¨zepes me´retu˝ proble´ma´k ma´ra megoldhato´va´ va´ltak.
Ma´r az 1980-as e´vek eleje´n Bodin e´s szerzo˝ta´rsai komolyan kritiza´lta´k a szek-
vencia´lis megko¨zel´ıte´st [13]. E´szak-amerikai to¨megko¨zlekede´si pe´lda´kon keresztu¨l
bizony´ıtotta´k azon e´rvele´su¨ket, hogy a ja´rmu˝vezeto˝k (be´r)ko¨ltse´ge sokszor maga-
sabb, mint a ja´rmu˝vekkel kapcsolatos ko¨ltse´gek. Extre´m esetekben a be´rko¨ltse´g
aka´r 80%-a´t is adhatja a ke´tfe´le ko¨ltse´g o¨sszege´nek. Ebbo˝l az ko¨vetkezik, hogy
ezt a ko¨ltse´get nem lehet ma´sodlagos ke´rde´snek tekinteni. So˝t, alapveto˝en figye-
lembe kell venni ma´r az elso˝ fa´zisban, vagy kombina´lt, integra´lt mo´don. Ball e´s
szerzo˝ta´rsai [8] ugyancsak integra´lt modellt javasoltak.
Az ezt ko¨veto˝ cikkekben ku¨lo¨nbo¨zo˝ heurisztikus mo´dszereket adtak meg a kuta-
to´k, amelyekben a VCSP heurisztikus megolda´sa sora´n figyelembe vettek bizonyos,
ja´rmu˝vekre vonatkozo´ felte´teleket is. Az 1997 elo˝tt haszna´lt mo´dszerekro˝l egy jo´
a´ttekinte´s tala´lhato´ Gaffi e´s Nonato 1999-es ko¨zleme´nye´ben [35], vagy Freling 1997-
es PhD-dolgozata´ban [32].
Az elso˝, valo´ban integra´lt ja´rmu˝- e´s vezeto˝u¨temeze´si megko¨zel´ıte´s csak 1995-
ben szu¨letett Freling e´s szerzo˝ta´rsai re´ve´n [31]. Erro˝l Gaffi e´s Nonato [35] bizony´ı-
totta be, hogy hate´kony lehet akkor is, amikor a megengedett va´lta´si pontok ta´vol
esnek egyma´sto´l, pe´lda´ul helyko¨zi vagy ta´volsa´gi to¨megko¨zlekede´s esete´n. A mo´d-
szer szinte´n jo´l mu˝ko¨dhet azokban az esetekben, amikor egy vezeto˝ egy ja´rmu˝vet
haszna´lhat csak a mu˝szakja sora´n.
A legne´pszeru˝bb megko¨zel´ıte´s az integra´lt VCSP-proble´ma´ra ke´tse´gk´ıvu¨l az
ege´sze´rte´ku˝ programoza´si modell alkalmaza´sa. Freling e´s szerzo˝ta´rsai [31] mo-
dellje az egydepo´s esetre ha´rom re´szbo˝l a´llt: az SDVSP-t kva´zihozza´rendele´si, a
VCSP-t halmazpart´ıciona´la´si feladatke´nt fogalmazta´k meg. A ketto˝t korla´tozo´
felte´telekkel ko¨to¨tte´k o¨ssze, biztos´ıtva a kompatibilita´st. A feladat megolda´sa´ra
Lagrange-relaxa´cio´t e´s oszlopgenera´la´si mo´dszert kombina´lo´, ko¨zel´ıto˝ megolda´st
adtak. Ez azta´n tova´bbi publika´cio´kat inspira´lt, la´sd [33, 34, 46].
Freling e´s szerzo˝ta´rsai a [33, 34] cikkeikben szinte´n az egydepo´s integra´lt fel-
adatot tekintette´k, a buszok sza´ma´ra vonatkozo´ felso˝ korla´t ne´lku¨l. Ugyancsak
oszlopgenera´la´st – e´s ezen belu¨l Lagrange-relaxa´cio´t – haszna´ltak az ott ado´do´ u´n.
mesterproble´ma megolda´sa´ra, a felte´telek relaxa´cio´ja´val. A [34] cikkben valo´s, kb.
150–250 ja´ratbo´l a´llo´ feladatok megolda´sa´ro´l sza´moltak be, kezelheto˝ megolda´si
ido˝ben. Megmutatta´k, hogy csak kis jav´ıta´s e´rheto˝ el a feladatok szekvencia´lis,
egyma´s uta´n to¨rte´no˝ megolda´sa´hoz ke´pest. Ez a jav´ıta´s szignifika´nsabb, ha a
ja´rmu˝vezeto˝k nem va´lthatnak ja´rmu˝vet (egy szu¨netet ko¨veto˝en).
Az elso˝ pontos megolda´st ado´ algoritmust 1999-ben publika´lta Haase e´s Fri-
berg [41] az egydepo´s esetre. Modellju¨kben mindke´t halmazpart´ıciona´la´si meg-
ko¨zel´ıte´s integra´lt matematikai megfogalmaza´sa´t adta´k: mindke´t re´szfeladatot
halmazpart´ıciona´la´si feladatke´nt fogalmazta´k meg. Elja´ra´sukban a ja´rmu˝vek u¨te-
meze´se Ribeiro e´s Soumis 1994-es [63], mı´g a ja´rmu˝vezeto˝k u¨temeze´se Desro-
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chers e´s Soumis 1989-es [26] modelljein alapult. A sze´tva´laszta´s, va´ga´s e´s a´ra-
za´s (branch-and-cut-and-price) t´ıpusu´ algoritmusukban oszlopgenera´la´st e´s va´ga´s-
genera´la´st alkalmaztak. Az oszlopgenera´la´si mesterproble´ma az LP-relaxa´cio´nak
felelt meg, mı´g az a´raza´sra (pricing) a legro¨videbb u´t proble´ma´k megolda´sa szol-
ga´lt. Algoritmusukkal csak kisme´retu˝ pe´lda´kat tudtak megoldani, legfeljebb 20
ja´ratbo´l a´llo´kat.
Egy ma´sik e´rdekes egzakt algoritmust adtak meg az egydepo´s esetre Haase
e´s szerzo˝ta´rsai 2001-ben [42]. A ja´rmu˝vezeto˝-u¨temeze´si proble´ma´t egy to¨bbter-
me´kes ha´lo´zati folyam proble´make´nt megfogalmazva oldotta´k meg u´gy, hogy bele-
a´gyazta´k az egydepo´s, ja´rmu˝vekre vonatkozo´ felte´teleket. Ezt olyan mo´don tette´k,
hogy mindke´t fa´zist figyelembe ve´ve, a VCSP-feladatra garanta´lt, pontos opti-
mumot adott az algoritmusuk. Itt a sze´tva´laszta´s e´s a´raza´s (branch-and-price)
t´ıpusu´ algoritmusra sza´mos gyors´ıta´si technika´t alkalmaztak. Ke´t algoritmusva´l-
tozatot is ta´rgyaltak a sze´tva´laszta´skor ado´do´ a´gak kezele´se´re: egy egzakt e´s egy
heurisztikus va´ltozatot. Ve´letlen feladatokon ve´geztek sza´mı´to´ge´pes szimula´cio´s
teszteket. A´tlagosan kb. 1,5 o´ra´s (ba´r 10-bo˝l 6 esetben 3 o´ra´s) futa´si ido˝vel tud-
tak 150 ja´ratme´retu˝ pe´lda´kig pontos megolda´st szolga´ltatni. Enne´l nagyobb, 350
ja´ratme´retu˝ pe´lda´kig heurisztikus megolda´st alkalmaztak, 2 o´ra´n belu¨li CPU-ido˝t
haszna´lva. Itt a feladat olyan egyszeru˝s´ıtett megfogalmaza´sa´t tekintette´k, ahol a
ko¨ltse´gben csak a szu¨kse´ges buszok sza´ma szerepelt, e´s o˝k sem vettek figyelembe
korla´tot ezek sza´ma´ra. I´gy megfogalmaza´suk gyakorlatilag szinte´n egydepo´s fel-
adatke´nt foghato´ fel. Fontos kiemelni ugyanakkor, hogy a feladatok nem valo´s,
hanem a to¨megko¨zlekede´si feladatokat szimula´lo´ ve´letlen adatokbo´l sza´rmaztak.
A to¨bbdepo´s esetben Gaffi e´s szerzo˝ta´rsa [35] ta´rgyalta´k elo˝szo¨r az integra´lt
feladatot, heurisztikus mo´dszert haszna´lva. Lagrange-relaxa´cio´t e´s az oszlopgene-
ra´la´s mo´dszere´t haszna´lta´k, csak a to¨bbdepo´s esetre mo´dos´ıtva a megfogalmaza´st.
O˝k is az egyideju˝ vezeto˝- e´s ja´rmu˝u¨temeze´s elo˝nyei mellett e´rveltek olasz to¨meg-
ko¨zlekede´si pe´lda´kon keresztu¨l, amelyek nem va´rosi (nem helyi) ko¨zlekede´si pe´lda´k
voltak. De u´jra felh´ıvja a figyelmu¨nket a sza´mı´ta´si ido˝ fontossa´ga´ra, kritikus vol-
ta´ra, hogy egy 257 ja´ratbo´l a´llo´, olasz to¨megko¨zlekede´si pe´lda esete 24 o´ra´na´l
hosszabb sza´mı´ta´si ido˝t adott, a´tlagosan 2-6 o´ra volt a futa´si ido˝, ba´r a maiakna´l
le´nyegesen lassabb, 180 MHz-es PC ge´pen.
Huisman e´s szerzo˝ta´rsai 2005-ben [46] a kora´bbi egydepo´s [34, 42] modelleket
e´s algoritmusokat sikeresen terjesztette´k ki a to¨bbdepo´s proble´ma´ra. Ez volt a
to¨bbdepo´s proble´ma elso˝ a´ltala´nos matematikai megfogalmaza´sa. Ke´t megko¨zel´ı-
te´st is javasoltak: az egyik a [32, 34], a ma´sik a [42] tanulma´nyokban ismertetett
mo´dszer a´ltala´nos´ıta´sa a to¨bbdepo´s esetre. Mindketto˝ esete´n az elso˝ fa´zisban egy
also´ korla´tot sza´mı´tanak ki az optimumra. Az elso˝ fa´zis LP-relaxa´co´n alapszik,
oszlopgenera´la´st e´s Lagrange-relaxa´cio´t haszna´l. A ma´sodik fa´zis ad egy lehetse´-
ges ege´sze´rte´ku˝ megolda´st a feladatra. A [34]-ben haszna´lt Lagrange-relaxa´cio´t
alkalmazva elo˝szo¨r egy ja´rmu˝u¨temeze´st genera´l, amelybo˝l azta´n a [33, 34] cikkek-
ben ta´rgyalt mo´dszereket haszna´lva ja´rmu˝vezeto˝-u¨temeze´st ke´sz´ıt. O¨sszehasonl´ıto´
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teszteket kb. 650 ja´ratig ke´sz´ıtettek, amelyek eredme´nyei felu¨lmu´lja´k a szoka´sos
szekvencia´lis u¨temeze´st haszna´lo´ mo´dszereket. Teszteket ve´geztek valo´s e´s szimula´-
cio´s tesztadatokon egyara´nt. A ke´t megko¨zel´ıte´s ko¨zo¨tt nem mutatkozott szignifi-
ka´ns elte´re´s, de az elso˝ valamennyivel jobbnak bizonyult.
Valo´s, nagyme´retu˝, to¨bbdepo´s, heteroge´n ja´rmu˝flotta esete´n az eddig megem-
l´ıtett mo´dszerek integra´la´sa nehe´z lenne egy alkalmaza´si rendszerbe. I´gy ezek
helyett a szekvencia´lis, esetleg ke´zi mo´don to¨rte´no˝ integra´la´st alkalmazta´k a 2000-
es e´vek eleje´ig.
A [22] cikkben ro¨videbb megolda´si ido˝t tudtak produka´lni e´s nagyobb fel-
adatokat tudtak megoldani a szerzo˝k, kisebb me´retu˝ re´szfeladatokra va´gva a fel-
adatokat, e´s azokat – o¨nmagukban, integra´lt mo´don – ku¨lo¨n oldva meg. A to¨bb-
depo´s feladatra Borndo¨rfer e´s szerzo˝ta´rsai [15] is Lagrange-relaxa´cio´n alapulo´ meg-
ko¨zel´ıte´st haszna´ltak. A ja´rmu˝u¨temeze´si e´s a ja´rmu˝vezeto˝-u¨temeze´si proble´ma´kna´l
haszna´lt ko¨zel´ıto˝ megolda´sokat alkalmazta´k, ezek informa´cio´it felhaszna´lva egy
branch-and-bound t´ıpusu´ algoritmusban. Ege´sze´rte´ku˝ programoza´si technika´t
haszna´ltak, ku¨lo¨nbo¨zo˝ korla´tozo´ felte´telekkel o¨sszekapcsolva a ja´rmu˝veket e´s ja´rmu˝-
vezeto˝ket a rezsi e´s a kia´lla´si, valamint bea´lla´si ja´ratokna´l. Heurisztikus mo´don,
Lagrange-relaxa´cio´t haszna´lva, majd az ege´sze´rte´ku˝ megolda´sokat egy korla´toza´s
e´s sze´tva´laszta´s t´ıpusu´ technika´val nyerve nagyme´retu˝, 1500-as ja´ratsza´mu´ proble´-
ma´t is kezelni tudtak.
Az integra´lt feladat egy heurisztikus megko¨zel´ıte´se´t adja Laurent e´s Hao dol-
gozata [51] is. Haba´r az a´ltaluk ta´rgyalt feladat a´ltala´nosabb, mint az egydepo´s
eset, de felte´telezik, hogy az o¨sszes ja´rmu˝ ugyanabban a depo´ban parkol. Ugyan-
akkor a ja´rmu˝vek t´ıpusaik szerint nem kell, hogy homoge´n flotta´t alkossanak.
Egy moho´, ve´letlen adapt´ıv kerese´st alkalmaznak (Greedy Randomized Adaptive
Search, GRASP). Hasonlo´an a legto¨bb mo´dszerhez egynapos ido˝horizontot alkal-
maznak, de a ja´rmu˝vezeto˝kre vonatkozo´ felte´telek egyszeru˝s´ıtettek: csak a napi
mu˝szak
”
a´tme´ro˝je´re” (a felle´pe´s e´s lele´pe´s ko¨zo¨tt eltelt ido˝re) vonatkozo´ korla´tot,
a napi teljes munkaido˝re vonatkozo´ korla´tot, e´s azt a parame´tert veszik figyelembe,
hogy a ja´rmu˝vezeto˝knek megengedett-e vagy nem a napon belu¨li ja´rmu˝va´lta´s.
Mesquita e´s Paias 2008-ban [58] ke´t matematikai megfogalmaza´st adtak a prob-
le´ma´ra. Mindke´t modell to¨bbterme´kes ha´lo´zati modellt tartalmaz a ja´rmu˝u¨teme-
ze´sre, mı´g a ja´rmu˝vezeto˝-u¨temeze´si re´sz vagy halmazparticiona´la´si vagy kombina´lt
halmazparticiona´la´si e´s lefede´si megfogalmaza´s. A relaxa´lt LP-t oszlopgenera´la´ssal
oldotta´k meg, amelynek re´szproble´ma´ja korla´tozo´ felte´telekkel ella´tott legro¨vi-
debb u´t feladat. Amennyiben a relaxa´lt LP megolda´sa nem ege´sznek ado´dott,
ege´sze´rte´ku˝ megolda´st kerestek korla´toza´s e´s sze´tva´laszta´s alapu´ hagyoma´nyos IP-
megoldo´val. A [38]-ban alkalmazott elja´ra´s egy ehhez hasonlo´ megko¨zel´ıte´st hasz-
na´lt, a szerzo˝k kora´bbi ido˝-te´r ha´lo´zati modellje´t alkalmazva a ja´rmu˝u¨temeze´si
komponensben.
A re´szben integra´lt modellek ko¨ze´ tartozo´ modellt ta´rgyal Gintner, Kliewer e´s
Suhl 2008-as cikke [39]. Ez annyiban hasonl´ıt a tradiciona´lis szekvencia´lis meg-
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ko¨zel´ıte´sekre, hogy a ja´rmu˝vek optimaliza´lt u¨temeze´se´t ve´gzi el elo˝szo¨r, majd –
ennek eredme´nye´t felhaszna´lva – a ja´rmu˝vezeto˝ke´t. A ja´rmu˝vek u¨temeze´si fa´zisa
az ido˝-te´r ha´lo´zati MDVSP-modellt haszna´lja, de annyiban ku¨lo¨nbo¨zik az ere-
deti megko¨zel´ıte´sto˝l, hogy nem egyetlen optima´lis megolda´st ad, hanem to¨bbet,
minima´lis ja´rmu˝sza´mmal e´s minima´lis ko¨ltse´ggel. Ezek uta´n a VCSP-t halmaz-
part´ıciona´la´si feladatke´nt oldja meg, e´s Lagrange-relaxa´cio´t alkalmaz. A klasszikus
megko¨zel´ıte´ssel o¨sszehasonl´ıtva a mo´dszer jobb ja´rmu˝vezeto˝-u¨temeze´seket eredme´-
nyez.
Steinzen e´s szerzo˝ta´rsai 2010-ben [68] egy teljesen integra´lt VCSP-megko¨zel´ı-
te´st adnak. A mo¨go¨ttes, ja´rmu˝u¨temeze´st kezelo˝ modell az ido˝-te´r ha´lo´zati modell.
A megolda´s itt is az oszlopgenera´la´s e´s a Lagrange-relaxa´cio´s mo´dszert kombi-
na´lva to¨rte´nik. Az oszlopgenera´la´s re´szfeladata´t korla´tozo´ felte´telekkel ella´tott –
egy ido˝-te´r ha´lo´zaton alapulo´ – legro¨videbb u´t feladat megolda´sa´val modellezte´k.
Egy heurisztikus, sze´tva´laszta´s e´s a´raza´s t´ıpusu´ mo´dszerrel genera´ltak lehetse´ges
megolda´sokat. A numerikus tesztjeik azt mutatja´k, hogy ez a mo´dszer felu¨lmu´lja
a kora´bbiakat az ismertetett tesztfeladatokon, amelyeket 640 ja´ratot tartalmazo´
pe´ldame´retekig tekintettek. Az o¨sszehasonl´ıta´s alapjait a [15, 38, 45, 46] cikkek
alkotta´k, amelyek ko¨zu¨l valamennyit felu¨lmu´lta tesztpe´lda´ikon az algoritmusuk.
Az alkalmazott tesztpe´lda´ik (kiza´ro´lag) a Steinzen weblapja´n tala´lhato´ pe´lda´k [67]
voltak.
5. A mu˝szakkioszta´si feladat
A ja´rmu˝vezeto˝k mu˝szakkioszta´si proble´ma´ja is az a´ltala´nos mu˝szakkioszta´si
feladatok ko¨ze´ tartozik. Itt a feladat az, hogy egy terveze´si perio´dusban munka-
va´llalo´kat – sza´mos a´ltala´nos e´s specia´lis felte´tel figyelembeve´tele´vel – rendelju¨nk
hozza´ a napi mu˝szakokhoz. A ja´rmu˝vezeto˝k mu˝szakkioszta´si feladata´nak felte´te-
lei a´ltala´ban megfelelnek ma´s, tipikus alkalmaza´sok felte´teleinek, amelyek egyes
szeme´lyzetbeoszta´si [17, 18] e´s no˝ve´rbeoszta´si [19, 11] feladatokna´l, illetve a call-
centerek u¨zemeltete´se esete´n az opera´tori mu˝szakkioszta´sna´l [65] is megtala´lhato´k.
A ja´rmu˝vezeto˝k mu˝szakkioszta´si feladata´ban adottak a ja´rmu˝vezeto˝i mu˝sza-
kok, amelyeket a vezeto˝u¨temeze´s sora´n meghata´roztunk. Ezek napi beoszta´sokat
jelentenek. Ezek a mu˝szakok a terveze´si perio´dus ku¨lo¨nbo¨zo˝ napjain elte´ro˝ek lehet-
nek. Adottak tova´bba´ a rendelkeze´sre a´llo´ ja´rmu˝vezeto˝k.
A mu˝szakkioszta´s a´ltala´ban hosszabb perio´dusra to¨rte´nik, amelyet terveze´si
ido˝szaknak nevezu¨nk. A terveze´si ido˝szak tipikusan ne´ha´ny he´tbo˝l a´llo´ ido˝inter-
vallum, de ez lehet ne´ha´ny nap, ho´nap, vagy aka´r egy ege´sz e´v is. A mu˝szakkioszta´si
feladat le´nyege, hogy egy terveze´si ido˝szakra az adott mu˝szakokat rendelju¨k valo´s
alkalmazottakhoz u´gy, hogy az elo˝´ırt szaba´lyokat betartjuk. Ez a feladat to¨bb
alkalmaza´si teru¨leten fordul elo˝. A leggyakoribb alkalmaza´sok a le´giko¨zlekede´sben
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(pilo´ta e´s szeme´lyzet), vasu´ti ko¨zlekede´sben, call-centerekben dolgozo´k, no˝ve´rek e´s
buszsofo˝ro¨k munka´ja´nak terveze´se.
A mo´dszernek a terveze´si ido˝szak minden mu˝szakja´hoz ja´rmu˝vezeto˝t (konkre´t
szeme´lyt) kell rendelnie. Van ne´ha´ny a´ltala´nos szaba´ly, rendelkeze´s, amely korla´-
tozo´ felte´telke´nt veendo˝ figyelembe. Ilyenek pe´lda´ul a maxima´lis heti munkao´ra´k
sza´ma, vagy a szabadnapok elo˝´ırt minima´lis sza´ma egy adott ido˝szakban, ezen
belu¨l a vasa´rnapok sza´ma, stb. A szaba´lyok teljesen ku¨lo¨nbo¨zhetnek az alkalma-
za´si teru¨letto˝l fu¨ggo˝en (le´gi, vasu´ti ko¨zlekede´s, va´rosi to¨megko¨zlekede´s stb.).
Gyakran tova´bbi specia´lis helyi szaba´lyok is elo˝fordulnak, amelyeket szinte´n
korla´tozo´ felte´telke´nt kell figyelembe venni a beoszta´s elke´sz´ıte´skor. Ilyen pe´lda´ul
az, hogy milyen katego´ria´ju´ vezeto˝i jogos´ıtva´nnyal kell rendelkeznie a vezeto˝nek
bizonyos t´ıpusu´ buszok vezete´se´hez.
A hozza´rendele´s ko¨ltse´ge a ko¨zlekede´si ce´gek esete´n nagyban fu¨gghet a va´lla-
latvezete´s
”
filozo´fia´ja´to´l”. Ez lehet egyetlen ce´l is, de to¨bb o¨sszetevo˝ is alkot-
hatja. Uto´bbi esetben ezekbo˝l to¨bb is (pl. su´lyozott mo´don) megjelenhet a ce´lfu¨gg-
ve´nyben. Ilyen lehet a ja´rmu˝vezeto˝k sza´ma´nak minimaliza´la´sa, a szerzo˝de´sben sze-
replo˝ mega´llap´ıtott munkao´ra´kto´l valo´ elte´re´sek o¨sszege´nek minimaliza´la´sa (aka´r
tu´lo´ra´ro´l, aka´r az abban szereplo˝ne´l kevesebb te´nyleges munkaido˝ro˝l van szo´, azaz
a tu´lfoglalkoztata´st e´s az alulfoglalkoztata´st egyara´nt keru¨lni kell, a lehetse´ges
me´rte´kben). A fenti okok miatt to¨bb ce´lfu¨ggve´nyu˝ optimaliza´la´si mo´dszerek hasz-
na´lata is indokolt lehet [59, 60]. Miuta´n az alapfeladat a´ltala´nosan tekintve hozza´-
rendele´si proble´ma, a szakirodalomban megtala´lhato´ ne´ha´ny – a hozza´rendele´si
feladatra alapozott – a´ltala´nos megko¨zel´ıte´s is a mu˝szakkioszta´si feladatra. Ilyenek
pe´lda´ul a to¨bbterme´kes folyam algoritmusok [17], a logikai programoza´s alkalma-
za´sa korla´tozo´ felte´telekkel [74], vagy az evolu´cio´s mo´dszert haszna´lo´ algoritmusok
[59].
A feladatot to¨bb re´szfeladatra lehet bontani, ahol az egyes le´pe´seket egyma´s
uta´n, esetleg iterat´ıvan lehet ve´grehajtani. Bizonyos ko¨rnyezetben nem minden
le´pe´s szu¨kse´ges, illetve o¨ssze is lehet vonni o˝ket. A buszko¨zlekede´sben leginka´bb
elo˝fordulo´ le´pe´sek a ko¨vetkezo˝k.
– Ige´nyfelme´re´s. Elso˝ le´pe´sben meghata´rozhato´, hogy mennyi emberre van
szu¨kse´g. Ez fu¨gg a mu˝szakok sza´ma´to´l, egyma´shoz ke´pest ido˝beni viszo-
nyukto´l, me´retu¨kto˝l, t´ıpusukto´l, tova´bba´ befolya´solja´k a rendelkeze´sre a´llo´
alkalmazottak
”
tulajdonsa´gai” (pl. szerzo˝de´sek, jogos´ıtva´nyok).
– Szabadnap kioszta´s. A szabadnapok kioszta´sa fo˝leg akkor szu¨kse´ges, ami-
kor nem teljesen ko¨to¨ttek a jo¨vo˝beni mu˝szakok. Ennek ve´grehajta´sa sora´n
ne´mi rugalmassa´got biztos´ıtani kell. Ez a le´pe´s terme´szetesen a definia´lt
szaba´lyokto´l fu¨gg, atto´l, hogy mennyi e´s milyen szabadnapot kell kiosztani.
– Mu˝szaksorozatok ke´sz´ıte´se. Ebben a le´pe´sben az adott mu˝szakokbo´l (esetleg
ma´ske´pp meghata´rozott feladatokbo´l) bizonyos ido˝intervallumra (jellemzo˝en
egy he´tre vagy ho´napra) adott hosszu´sa´gu´ sorozatokat hoznak le´tre.
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– Mu˝szaksorozat-ember hozza´rendele´s. Ve´gu¨l itt az o¨na´llo´ mu˝szakokat, vagy
mu˝szaksorozatokat te´nyleges alkalmazottakhoz rendelik.
A feladat egy re´szletesebb, a´ltala´nosabb felbonta´sa megtala´lhato´ [28]-ban.
5.1. Korla´tozo´ szaba´lyok
A szigoru´,
”
keme´ny” szaba´lyok fo˝leg az EU, miniszte´riumok, o¨nkorma´nyzatok,
szakszervezetek stb. a´ltal elo˝´ırt szaba´lyok, ezek betarta´sa ko¨telezo˝ az u¨temeze´s
sora´n. Az aja´nlott,
”
puha”szaba´lyok fo˝leg szeme´lyi ige´nyek sora´n keru¨lnek elo˝te´rbe
(ne´ha´ny szabadnap egyma´s uta´n ko¨vetkezzen, ne´ha´ny szabadnap essen he´tve´ge´re
stb.). Ezek betarta´sa nem ko¨telezo˝, de mino˝s´ıtik a megolda´s
”
jo´sa´ga´t”, su´lyozva
bekeru¨lhetnek a ce´lfu¨ggve´nybe a kie´rte´kele´sne´l.
Jellemzo˝ szigoru´ szaba´lyfajta´k, amelyek a legto¨bb alkalmaza´si teru¨leten elo˝-
fordulnak:
– Adott az egyma´st ko¨veto˝ ke´t mu˝szak ko¨zo¨tti minima´lis piheno˝ido˝.
– Maxima´lva van a heti munkaido˝.
– Adott a heti minima´lis piheno˝ido˝.
– Szaba´lyozott, hogy legfeljebb ha´ny egyma´st ko¨veto˝ napon dolgozhat a mun-
kava´llalo´ szabadnap ne´lku¨l.
– Adott, hogy legala´bb ha´ny szabadnapja legyen egy munkava´llalo´nak egy
ho´napon belu¨l.
– Adott, hogy ha´ny szabadnapnak kell esnie bizonyos t´ıpusu´ napra (pl. he´tve´-
ge´re, vasa´rnapra stb.) adott ido˝n (egy ho´napon) belu¨l.
– Adott, hogy bizonyos munkava´llalo´k csak bizonyos t´ıpusu´ mu˝szakot kap-
hatnak, vagy milyen t´ıpusbo´l mennyit kaphatnak.
Jellemzo˝
”
puha” szaba´lyok, ige´nyek:
– Keru¨lju¨k az olyan kioszta´st, ahol ke´t szabadnap ko¨zo¨tt csak egy munkanap
van.
– Elo˝nyben re´szes´ıtju¨k, ha ke´t szabadnap egyma´s uta´n ko¨vetkezik.
– Leheto˝leg a szabadnapok egyenletesen legyenek elosztva a terveze´si ido˝szak-
ban.
– Egyenletesen legyenek a mu˝szakt´ıpusok kiosztva az alkalmazottak ko¨zo¨tt,
vagy pont ford´ıtva, leheto˝leg azonos t´ıpusu´ mu˝szakot kapjon egy alkalmazott
egy adott ido˝szakon belu¨l (he´t vagy ho´nap).
A buszos ja´rmu˝vezeto˝kre vonatkozo´ szaba´lyok egyfajta oszta´lyoza´sa megtala´lhato´
[60]-ban.
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5.2. Kie´rte´kele´s
A mu˝szakkioszta´s mino˝se´ge´nek meghata´roza´sa nem egye´rtelmu˝ a szakiroda-
lomban. Terme´szetesen a ce´l mindenhol a ko¨ltse´g minimaliza´la´sa, de a ko¨ltse´g
meghata´roza´sa´hoz to¨bb te´nyezo˝t kell figyelembe venni. Egyre´szt ce´l a szu¨kse´ges
alkalmazottak sza´ma´nak minimaliza´la´sa, felte´telezve, hogy kevesebb ember alkal-
maza´sa´val kisebb a ko¨ltse´g [17, 18, 74]. Ugyanakkor to¨bb helyen az alkalmazottak
sza´ma ko¨to¨tt, ilyenkor a kioszta´s mino˝se´ge´nek no¨vele´se a ce´l, amit a puha szaba´-
lyokhoz valo´ illeszkede´s hata´roz meg. Ezen szaba´lyok megfelelo˝en su´lyozott kie´r-
te´kele´se hata´rozza meg a kioszta´s mino˝se´ge´t. Terme´szetesen gyakran az emberek
sza´ma´nak minimaliza´la´sa e´s a puha szaba´lyok figyelembe ve´tele egyu¨ttesen jele-
nik meg az optimaliza´la´sban [19, 59], esetleg a be nem osztott alkalmazottakat
tartale´kba helyezik betegse´gek esete´re [60]. Ugyanakkor a valo´s e´letben a kiosz-
ta´s ko¨ltse´ge´t nagyban befolya´solja az alkalmazottak szerzo˝de´se, amely meghata´-
rozza a ledolgozando´ o´ra´k sza´ma´t. Etto˝l valo´ elte´re´s alul-, illetve tu´lfoglalkoztata´st
jelent. Az elo˝bbi aze´rt ko¨ltse´ges, mert a szerzo˝de´sben foglalt o´ra´k alapja´n kapja
a fizete´se´t, holott nem dolgozott annyit, az uto´bbi meg tu´lo´ra´t jelent, amelynek
be´reze´se a´ltala´ban magasabb az alap o´rabe´rne´l. I´gy ezek su´lyozott minimaliza´la´sa
a ko¨ltse´g cso¨kkene´se´t jelenti [6]. Az nyilva´nvalo´, hogy az alul- e´s tu´lfoglalkozta-
ta´s cso¨kkente´se csak u´gy e´rheto˝ el, ha a kioszta´s sora´n felhaszna´lt alkalmazottak
sza´ma e´s o¨sszetevo˝je va´ltozik.
5.3. Megolda´si mo´dszerek
Ugyan a mu˝szakkioszta´si feladat az e´let elte´ro˝ teru¨letein fordul elo˝, a fo˝bb
betartando´ szaba´lyok, illetve az optimaliza´la´s sora´n figyelembe vett ko¨ltse´g- e´s
ce´lfu¨ggve´nyek nagyon hasonlo´ak. I´gy a ku¨lo¨nbo¨zo˝ teru¨leten alkalmazott megolda´-
si mo´dszerek is ele´g a´ltala´nosak a to¨bbi alkalmaza´si ko¨rnyezetbe valo´ illeszte´shez.
A mo´dszerek ko¨zo¨tti ku¨lo¨nbse´g egyre´szt inka´bb abbo´l ado´dik, hogy hol hu´zzuk
meg a hata´rt a megolda´s mino˝se´ge, valamint a feladat me´rete e´s a futa´si ido˝
ko¨zo¨tt.
Ma´sre´szt az alkalmazott optimaliza´la´si algoritmusok va´ltozatossa´ga jellemzi a
szakirodalmat. Egyik megko¨zel´ıte´s, hogy a feladatot visszavezetik halmazlefede´si
vagy part´ıciona´la´si feladatra, ahol legenera´lnak sok mu˝szakkioszta´st, majd ezekbo˝l
kiva´lasztja´k azokat, amelyekkel a ko¨ltse´g a legkisebb. Ezt az ira´nyt ko¨vette´k pe´l-
da´ul Gamache e´s szerzo˝ta´rsai, akik 1999-es cikku¨kben [36] a halmazpart´ıciona´la´st
oszlopgenera´la´ssal oldotta´k meg.
A feladat fel´ırhato´ folyamproble´make´nt is. Cappanera e´s szerzo˝ta´rsai 2004-
ben egy to¨bbterme´kes folyamproble´make´nt oldottak meg le´giko¨zlekede´s u¨temeze´-
si feladatot, ahol a to¨bbterme´kesse´get az adta, hogy ha´romfe´le kioszta´st ke´sz´ı-
tettek a kapita´nyoknak, pilo´ta´knak e´s le´gi utask´ıse´ro˝knek [17]. Jellemzo˝ me´g a
kombina´lt megolda´si mo´dszerek haszna´lata. Yunes e´s ta´rsai [74] ra´mutattak, hogy
az ege´sze´rte´ku˝ programoza´si feladatke´nt to¨rte´no˝ fel´ıra´s csak kis feladatokra mu˝ko¨-
dik elfogadhato´ ido˝n belu¨l, mı´g a puszta´n korla´tozo´ felte´teles logikai programoza´s-
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ke´nt valo´ fel´ıra´s ma´r hate´konyabb, de me´g mindig nem elfogadhato´ valo´s me´retu˝
feladatokra. Azt azonban kimutatta´k, hogy ennek a ke´t mo´dszernek a kombina´-
la´sa´val ke´sz´ıtett hibrid mo´dszer, ahol oszlopgenera´la´st alkalmaztak e´s az oszlopok
genera´la´sa´t ve´gezte´k korla´tozo´ felte´teles logikai programoza´ssal, ma´r ke´pes volt
nagy feladatokra is hate´kony megolda´sokat adni elfogadhato´ ido˝ alatt.
Tova´bbi kombina´lt mo´dszert alkalmaztak Caprara e´s szerzo˝ta´rsai. Itt a meg-
olda´st egy konstrukt´ıv heurisztika adja, amely a kioszta´s e´p´ıte´se ko¨zben a moho´
mu˝szakva´laszta´shoz felhaszna´lja egy Lagrange-fe´le relaxa´lt ege´sze´rte´ku˝ programo-
za´si feladat megolda´sa´t [18]. Iterat´ıv kombina´lt heurisztika´t alkalmaz Bellanti [11]
e´s Nurmi [60]. Elo˝bbi egy kezdeti kioszta´st genera´l moho´ mo´don, majd ezt jav´ıtja
szomsze´dsa´gi kerese´s mo´dszerrel, ehhez tesztelt iterat´ıv helyi kerese´st, illetve tabu-
lista´s mo´dszert [11]. Nurmi e´s szerzo˝ta´rsai [60] a megolda´st ke´t fa´zisban ve´g-
zik: elo˝szo¨r a szabadnapokat osztja´k ki, majd uta´na a mu˝szakkioszta´st. Mindke´t
feladathoz ugyanazt a mo´dszert alkalmazza´k, amely egy moho´, popula´cio´alapu´
helyi kerese´s.
Egy kioszta´s kie´rte´kele´se to¨bb te´nyezo˝bo˝l a´ll o¨ssze, ı´gy az optimaliza´la´s gyak-
ran to¨bb ce´lfu¨ggve´nyu˝ optimaliza´la´s. Erre pe´lda Moz e´s szerzo˝ta´rsai [59] evolu´cio´s
mo´dszere, ahol ke´t szempont szerint to¨rte´nik az optimaliza´la´s. Ez a ketto˝ az em-
berek elva´rt sza´ma´to´l valo´ elte´re´s minimaliza´la´sa e´s a tu´lo´ra´k egyenletes eloszta´sa.
A genera´lt megolda´sok kie´rte´kele´se´ne´l e ke´t ce´l szerinti Pareto-dominancia´t hasz-
na´lja´k fel.
5.4. Sze´tva´laszta´si strate´gia´k
A fenti re´szfeladatokat ko¨zelebbro˝l megvizsga´lva la´thatjuk, hogy ku¨lo¨nbo¨zo˝
opcio´k lehetse´gesek az u¨temeze´si rendszer struktu´ra´ja´nak megterveze´se´re. Ke´t
alapveto˝ ke´rde´s, amely fontos ennek a struktu´ra´nak a megterveze´se´vel kapcsolatban:
– Hol legyen a hata´rvonal a vezeto˝u¨temeze´s e´s a mu˝szakkioszta´s feladatai
ko¨zo¨tt, mely szaba´lyokat melyik re´szfeladatna´l vegyu¨nk figyelembe? Alap-
veto˝en a legfo˝bb elv ezzel kapcsolatban az, hogy a dolgozo´kra vonatkozo´
olyan szaba´lyok, rendelkeze´sek, amelyek az egy napon belu¨li mu˝szak kiala-
k´ıta´sa´ban veendo˝k figyelembe, azok a vezeto˝u¨temeze´s, mı´g a tova´bbi felte´-
telek a mu˝szakkioszta´s feladatko¨re´be tartoznak. Sajnos, elme´letileg ennek
a szaba´lynak a figyelembeve´tele´vel is a vezeto˝u¨temeze´ssel a napi u¨temeze´-
seknek egy olyan szerkezete´t kaphatjuk, amelyekbo˝l a mu˝szakkioszta´s ma´r
nem eredme´nyezhet a szaba´lyoknak megfelelo˝ megolda´st. A gyakorlatban ez
a proble´ma inka´bb csak kisebb va´rosok ta´rsasa´gaina´l e´letszeru˝, ott fordul-
hat elo˝ realisztikus mo´don (jo´val sza´zezer fo˝ alatti lakossa´g esete´n), mivel a
kisebb kombina´cio´s leheto˝se´g okozhat hozza´rendele´si proble´ma´kat egy olyan
u¨temeze´sben, ahol az u¨temeze´s szerkezete´nek elo˝´ırtnak kell lennie. Mivel a
feladat ebben az esetben kisebb me´retu˝, ez leheto˝ve´ teszi napi u¨temeze´s he-
lyett heti perio´dusok kialak´ıta´sa´t, ı´gy cso¨kkentve annak a kocka´zata´t, hogy
nem kapunk lehetse´ges megolda´st.
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– A sorrend a ja´rmu˝u¨temeze´s e´s a ja´rmu˝vezeto˝k u¨temeze´se ko¨zo¨tt: mivel a
ja´rmu˝vek napi mu˝szakjai menetrendi elo˝´ıra´sokon alapulnak, ı´gy terme´szetes
mo´dszerke´nt ado´dik elso˝ fa´zisban az optima´lis ja´rmu˝u¨temeze´st elke´sz´ıteni,
e´s azuta´n a vezeto˝ket hozza´rendelni a ja´rmu˝vekhez (megengedve a mu˝szak
sora´n az eszko¨zo¨ko¨n a vezeto˝csere´t) olyan mo´don, hogy az o¨sszes, az embe-
rekre vonatkozo´ szaba´ly ki legyen ele´g´ıtve. Ez a mo´dszer ugyan hate´kony,
viszont robusztus sza´mı´to´ge´pes optimaliza´la´si ha´tteret ige´nyel. E´ppen eze´rt
a gyakorlatban, ahol nem haszna´lnak optimaliza´la´si eszko¨zo¨ket automatiza´lt
terveze´sre, vagy annak ta´mogata´sa´ra, az alkalmazott me´rno¨ki
”
heurisztika´k”
megcsere´lik a ke´t le´pe´st: elso˝ le´pe´ske´nt (nem automatiza´lt terveze´ssel) gyak-
ran a menetrend alapja´n embermu˝szakokat hoznak le´tre, figyelembe ve´ve a
ja´rmu˝vezeto˝kre vonatkozo´ szaba´lyokat, majd azuta´n megfelelo˝ ja´rmu˝veket
rendelnek a kialak´ıtott mu˝szakokhoz. Ennek a megko¨zel´ıte´snek az elo˝nye az,
hogy a feladat komplexita´sa jelento˝sen cso¨kken, mivel a ja´rmu˝vezeto˝ a mu˝-
szakja alatt nem csere´lhet ja´rmu˝vet. Komoly ha´tra´ny ugyanakkor, hogy ez
magasabb ko¨ltse´gu˝ u¨temeze´seket eredme´nyezhet. Jellemzo˝en, az egy napon
haszna´lt ja´rmu˝vek sza´ma ilyenkor szignifika´nsan nagyobb. A fentiek alapja´n
egy optimaliza´la´sorienta´lt automatiza´lt u¨temeze´si rendszer esete´n felte´telez-
zu¨k, hogy az ja´rmu˝u¨temeze´ssel indul, vagy ha nem, akkor ezzel egyideju˝leg
figyelnie kell a ja´rmu˝szaba´lyokat is.
6. Ne´ha´ny saja´t eredme´ny
Ve´gu¨l ro¨viden megeml´ıtju¨k, hogy a jelen tanulma´ny szerzo˝i tova´bbi (re´szben
ma´s ta´rsszerzo˝kkel ko¨zo¨s) cikkeikben a ko¨zo¨sse´gi buszko¨zlekede´s operat´ıv terveze´si
feladataira adott – a´ltala´ban ku¨lo¨nbo¨zo˝ gyakorlati kih´ıva´sokbo´l fakado´ – meg-
olda´saikat ta´rgyalja´k az ala´bbi cikkekben, ko¨zleme´nyekben: [4, 5, 6, 7, 9, 10, 20,
21, 70, 71].
Az itt ta´rgyalt feloszta´s alapja´n megvalo´s´ıtott, implementa´lt fa´zisokat az [5] e´s
a [10] publika´cio´kban egy keretrendszerben mutattuk be. A gyakorlatban is egy
olyan, nagy modulokbo´l a´llo´ keretrendszernek nevezheto˝ rendszert fejlesztettu¨nk,
amelynek moduljai megengedik olyan elja´ra´sok bea´gyaza´sa´t, amelyek megfelelnek
a fent eml´ıtett ko¨vetelme´nyeknek. Amint az [10]-ben ta´rgyalt, ez a keretrendszer
leheto˝se´get ad arra, hogy egy-egy modulja´ba ku¨lo¨nbo¨zo˝ opcio´kat lehessen bee´p´ı-
teni. I´gy egy-egy modulon belu¨l alternat´ıv mo´dszerek alkalmazhato´k opciona´lis
megolda´ske´nt, e´s ne´ha´ny esetben kite´ru¨nk ezeknek a leheto˝se´geknek a ta´rgyala´-
sa´ra e´s vizsga´lata´ra is.
A ja´rmu˝u¨temeze´si feladatra a [20] e´s a [21] publika´cio´kban az MDVSP-heurisz-
tika´k kapcsa´n ta´rgyalt, a [47] cikkben megadott va´ltozo´fixa´la´si heurisztika ne´ha´ny
mo´dos´ıta´sa´t, tova´bbfejleszte´se´t ta´rgyaltuk, ku¨lo¨nbo¨zo˝ hasonlo´ t´ıpusu´, tova´bbi he-
urisztika´kat ta´rgyalva e´s elemezve.
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7. a´bra. Egy tipikus pe´lda: egy munkanapon belu¨l melyik ido˝szakban ha´ny ja´r-
mu˝ (e´s ja´rmu˝vezeto˝) szu¨kse´ges minima´lisan a ja´ratok ella´ta´sa´hoz. Ennek az u´n.
”
ke´tpu´pu´ teve” diagramnak a
”
pu´pjai”, a reggeli e´s a de´luta´ni csu´cs (iskola- e´s
munkakezde´si, illetve befejeze´si ido˝pontok) jellegzetesek munkanapokon.
A ja´rmu˝u¨temeze´si e´s ja´rmu˝-hozza´rendele´si feladatokhoz kapcsolo´do´an tapasz-
talatunk szerint a konkre´t, gyakorlati u¨temeze´sben a szakirodalomban ta´rgyalt e´s
alkalmazott modellek ha´tra´nyake´nt lehet megeml´ıteni, hogy csak azokat a szaba´-
lyokat veszik figyelembe, amelyek a menetrendi ja´ratokkal, az azokhoz megk´ıva´nt
buszt´ıpusokkal e´s kapacita´sokkal, valamint a menetrendi ja´ratok ko¨zo¨tti rezsija´ra-
tokkal kapcsolatosak. Nem lehet viszont olyan specifikus felte´teleket bee´p´ıteni,
amelyek valo´s alkalmaza´si ko¨rnyezetbo˝l sza´rmaznak. A to¨megko¨zlekede´s operat´ıv
feladatainak terveze´se´ne´l ilyen tipikus, ja´rmu˝specifikus korla´tozo´ felte´telek a tan-
kola´si vagy parkola´si elo˝´ıra´sok. Tankola´si ko¨vetelme´nyek bee´p´ıte´se´t ta´rgyaltuk [7]-
ben e´s [9]-ben. Az ezekben ta´rgyalt mo´dszer elo˝nye, hogy heteroge´n ja´rmu˝flotta
tankola´si feladatait is kezeli. Erre szu¨kse´g lehet, amennyiben hosszu´ tankola´si
ideju˝, egy tankola´ssal a d´ızel u¨zemenyagu´ ja´rmu˝vekhez ke´pest kis ta´volsa´got meg-
tenni ke´pes ja´rmu˝vek (is) vannak a flotta´ban.
Egy ja´rmu˝vezeto˝-bara´t, azaz olyan mo´dszert ta´rgyalunk [5]-ben a ja´rmu˝- e´s
vezeto˝u¨temeze´si feladat iterat´ıv megolda´sa´ra, ahol a ja´rmu˝vezeto˝knek nem kell a
nap sora´n ja´rmu˝vet csere´lni. I´gy csak egyazon ja´rmu˝vet vezetik a nap sora´n a
mu˝szakjuk alatt, kive´ve osztott mu˝szak esete´n. Ez olyan napko¨zbeni, to¨bb o´ra´s
otthoni piheno˝ uta´ni visszate´re´st tartalmazo´ mu˝szak, amely tulajdonke´ppen ke´t,
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fu¨ggetlen mu˝szakre´szbo˝l a´ll. A 7. a´bra mutatja, hogy az osztott szolga´lat mie´rt
szu¨kse´ges a´ltala´ban munkanapokon: a reggeli e´s a de´luta´ni csu´cs ja´ratainak el-
la´ta´sa´hoz to¨bb ja´rmu˝ (e´s ja´rmu˝vezeto˝) szu¨kse´ges, mint egye´bke´nt napko¨zben.
A [71] publika´cio´ a vezeto˝u¨temeze´sre ad a gyakorlatban haszna´lhato´ heurisz-
tika´kat, mı´g [70] a vezeto˝u¨temeze´shez kapcsolo´do´ teve´kenyse´gekre egy a´ltala´nos
keretmunka´t.
A [6] publika´cio´ban a mu˝szakkioszta´si feladatra adott hosszu´ ta´vu´, to¨bb hetes
intervallumokra adott megolda´sainkat ismertetju¨k.
Ko¨szo¨netnyilva´n´ıta´s.
A kutata´st a
”
Szupersza´mı´to´ge´p, a nemzeti virtua´lis laborato´rium” c´ımu˝,
TA´MOP-4.2.2.C-11/1/KONV-2012-0010 azonos´ıto´sza´mu´ projekt ta´mogatta az
Euro´pai Unio´ e´s az Euro´pai Szocia´lis Alap ta´rsfinansz´ıroza´sa mellett. A tanul-
ma´ny a TA´MOP-4.2.1/B-09/1/KONV-2010-0003 Mobilita´s e´s ko¨rnyezet: Ja´rmu˝-
ipari, energetikai e´s ko¨rnyezeti kutata´sok a Ko¨ze´p- e´s Nyugat-Duna´ntu´li Re´gio´ban
projekt ta´mogata´sa´val jo¨tt le´tre, a projekt a Magyar A´llam e´s az Euro´pai Unio´
ta´mogata´sa´val, az Euro´pai Szocia´lis Alap ta´rsfinansz´ıroza´sa´val valo´sul meg.
Hivatkoza´sok
[1] E. Abbink, J. van ’t Wout, and D. Huisman: Solving Large Scale Crew Scheduling
Problems by using Iterative Partitioning, In Proceedings of ATMOS2007 – 7th Work-
shop on Algorithmic Approaches for Transportation Modeling, Optimization and Systems,
96–106, 2007.
[2] U. Aickelin, E.K. Burke, and J. Li: Improved Squeaky Wheel Optimization for Driver
Scheduling, In Proceedings of the 9th International Conference on Parallel Problem Solving
from Nature – PPSN IX, Lecture Notes in Computer Science, 4193, 182–191, Springer, 2006.
[3] R.K. Ahuja, T.L. Magnanti, and J.B. Orlin: Network Flows, Chapter IV of the Hand-
books in Operations Research and Management Science, Volume 1: Optimization, (eds.
G.L. Nemhauser, A.H.G. Rinnooy Kan, and M.J. Todd), 211–369, North Holland, 1989.
[4] V. A´rgila´n, J. Balogh, J. Be´ke´si, B. Da´vid, M. Kre´sz, and A. To´th: A flexible system
for optimizing public transportation, In Proceedings of the 8th International Conference on
Applied Informatics, Vol. 2, 181–190, 2010.
[5] V. A´rgila´n, J. Balogh, J. Be´ke´si, B. Da´vid, M. Kre´sz, and A. To´th: Driver sche-
duling based on ”driver-friendly” vehicle schedules, In Operations Research Proceedings
2011, Selected Papers of the International Conference on Operations Research (OR 2011),
323–328, Springer, 2012.
[6] V. A´rgila´n, B. Da´vid, Cs. Keme´ny, G. Pongra´cz, and A. To´th: Greedy heuristics
for driver scheduling and rostering, In Proceedings of the 2010 Mini-Conference on App-
lied Theoretical Computer Sciences, Koper, Slovenia, 13-14 October, 2010, University of
Primorska Press, 101–108, 2011. (ISBN: 978-961-6832-10-6)
Alkalmazott Matematikai Lapok (2014)
U¨TEMEZE´SI FELADATOK A KO¨ZO¨SSE´GI KO¨ZLEKEDE´SBEN 35
[7] V. A´rgila´n, J. Balogh, J. Be´ke´si, B. Da´vid, G. Galambos, M. Kre´sz, and A. To´th:
An Assignment Model for Real-World Vehicle Scheduling Problem with Refueling, ko¨zle´sre
benyu´jtva, 2013.
[8] M. Ball, L. Bodin, and R. Dial: A matching based heuristic for scheduling mass transit
crews and vehicles, Transportation Science, 7, 4–31, 1983.
[9] J. Balogh, J. Be´ke´si, G. Galambos, and M. Kre´sz: Model and Algorithm for a Vehicle
Scheduling Problem with Refueling, In Proceedings of the 9th Workshop on Models and
Algorithms for Planning and Scheduling Problems, 229–231, 2009.
[10] J. Be´ke´si, A. Brodnik, D. Pash, and M. Kre´sz: An integrated framework for bus logistic
management: case studies, In Logistik Management, Physica-Verlag, 389–411, 2009.
[11] F.C.G. Bellanti, F. Della Croce, and R. Tadei: A greedy-based neighborhood search
approach to a nurse rostering problem, European Journal of Operational Research, 153(1),
28–40, 2004.
[12] A.A. Bertossi, P. Carraresi, and G. Gallo: On Some Matching Problems Arising in
Vehicle Scheduling Models, Networks, 17, 271–281, 1987.
[13] L. Bodin, B. Golden, A. Assad, and M. Ball: Routing and Scheduling of Vehicles and
Crews: The State of the Art, Computers and Operations Research, 10, 63–211, 1983.
[14] R. Borndo¨rfer: Discrete Optimization in Public Transportation, IB-Report 08–56,
Konrad-Zuse-Zentrum fu¨r Informationstechnik Berlin, Germany, 2008.
[15] R. Borndo¨rfer, A. Lo¨bel, and S. Weider: A bundle method for integrated multi-depot
vehicle and duty scheduling in public transit, In Computer-aided Systems in Public Trans-
port, (eds. M. Hickman, P. Mirchandani, and S. Voß), Lecture Notes in Economics and
Mathematical Systems, 600, 3–24, Springer-Verlag, Heidelberg, 2008.
[16] S. Bunte and N. Kliewer: An overview on vehicle scheduling models, Journal of Public
Transport, 1(4), 299–317, 2009.
[17] P. Cappanera and G. Gallo: A Multicommodity Flow Approach to the Crew Rostering
Problem, Operations Research, 52(4), 583–596, 2004.
[18] A. Caprara, P. Toth, D. Vigo, and M. Fischetti: Modeling and Solving the Crew
Rostering Problem, Operations Research, 46, 820–830, 1998.
[19] B.M.W. Cheng, J.H.M. Lee, and J.C.K. Wu: A nurse rostering system using constraint
programming and redundant modeling, IEEE Transactions in Information Technology in
Biomedicine, 1(1), 44–54, 1997.
[20] B. Da´vid: Heuristics for the Multiple-Depot Vehicle Scheduling Problem, In Proceedings of
the 2010 Mini-Conference on Applied Theoretical Computer Science, Koper, Slovenia, 13–14
October, 2010, University of Primorska Press, 2011, pp. 23–28. (ISBN: 978-961-6832-10-6)
[21] B. Da´vid and M. Kre´sz: Application Oriented Variable Fixing Methods for the Multiple
Depot Vehicle Scheduling Problem, Acta Cybernetica-Szeged, 21(1), 53–73, 2013.
[22] S.W. de Groot and D. Huisman: Vehicle and crew scheduling: Solving large real-world
instances with an integrated approach, In Computer-aided Systems in Public Transport,
(eds. M. Hickman, P. Mirchandani, and S. Voß), Lecture Notes in Economics and Mathe-
matical Systems 600, 43–56, Springer-Verlag, Heidelberg, 2008.
Alkalmazott Matematikai Lapok (2014)
36
A´RGILA´N VIKTOR, BALOGH JA´NOS, BE´KE´SI JO´ZSEF, DA´VID BALA´ZS,
GALAMBOS GA´BOR, KRE´SZ MIKLO´S, TO´TH ATTILA
[23] M. Dell’ Amico, M. Fischetti, and P. Toth: Heuristic algorithms for the multiple
depot vehicle scheduling problems, Management Science, 39, 115–125, 1993.
[24] G. Desaulniers and M.D. Hickman: Public Transit, In Handbook in OR & MS, (eds.
C. Barnhart and G. Laporte), Vol. 14, Chapter 2, Elsevier B.V., 2007.
[25] M. Desrochers, J. Gilbert, M. Sauve, and F. Soumis: CREW-OPT: subproblem
modeling in a column generation approach to urban crew scheduling, In Computer-aided
transit scheduling, (eds. M. Desrochers and J.-M. Rousseau), Lecture Notes in Economics
and Mathematical Sytems, 386, 395–406, Springer-Verlag, Berlin, 1992.
[26] M. Desrochers and F. Soumis: A column generation approach to the urban transit crew
scheduling problem, Transportation Science, 23(1), 1–13, 1989.
[27] T.G. Dias, J.P. de Sousa, and J.F. Cunha: Genetic algorithms for the bus driver sche-
duling problem: a case study, Journal of the Operational Research Society, 53(3), 324–335,
2002.
[28] A.T. Ernst, H. Jiang, M. Krishnamoorthy, and D. Sier: Staff scheduling and rostering:
A review of applications, methods and models, European Journal of Operational Research,
153, 3–27, 2004.
[29] European Union. Regulation (EC) No. 561/2006 of the European Parliament and of the
Council of 15 March 2006 on the harmonisation of certain social legislation relating to
road transport and amending Council Regulations (EEC) 3821/85 and (EC) 2135/98 and
repealing Council Regulation (EEC) 3820/85. Official Journal of the European Union,
L 102, 11.04.2006.
[30] J.C. Falkner and D.M. Ryan: EXPRESS: set partitioning for bus crew scheduling in
Christchurch, In Computer-aided transit scheduling, (eds. M. Desrochers and J.-M. Rous-
seau), Lecture Notes in Economics and Mathematical Systems, 386. 359–378, Springer-
Verlag, Berlin, 1992.
[31] R. Freling, C.G.E. Boender, and J.M.P. Paixao: An integrated approach to vehicle
and crew scheduling, Technical Report 9503/A, Econometric Institute, Erasmus University
Rotterdam, Rotterdam, 1995.
[32] R. Freling: Models and Techniques for Integrating Vehicle and Crew Scheduling, PhD
thesis, Tinbergen Institute, Erasmus University Rotterdam, 1–151, 1997.
[33] R. Freling, A.P.M. Wagelmans, and J.M.P. Paixao: An overview of models and
techniques for integrating vehicle and crew scheduling. In Computer-Aided Transit
Scheduling, (ed. N.H.M. Wilson), Lecture Notes in Economics and Mathematical Systems,
471, 441–460, Springer, Berlin, 1999.
[34] R. Freling, D. Huisman, and A.P.M. Wagelmans: Models and algorithms for integration
of vehicle and crew scheduling. Journal of Scheduling, 6, 63–85, 2003.
[35] A. Gaffi and M. Nonato: An integrated approach to the extra-urban crew and vehicle
scheduling problem, In Computer-Aided Transit Scheduling, (ed. N.H.M. Wilson), Lecture
Notes in Economics and Mathematical Systems, 471, 103–128, Springer, Berlin, 1999.
[36] M. Gamache, F. Soumis, G. Marquis, and J. Desrosiers: A column generation approach
for large-scale aircrew rostering problems, Operations Research, 47(2), 247–263, 1999.
[37] M.R. Garey and D.S. Johnson: Computers and Interactability: A Guide to the Theory
of NP-Completness, Freeman, San Fransisco, 1979.
Alkalmazott Matematikai Lapok (2014)
U¨TEMEZE´SI FELADATOK A KO¨ZO¨SSE´GI KO¨ZLEKEDE´SBEN 37
[38] V. Gintner, I. Steinzen, and L. Suhl: A time-space network based approach for integrated
vehicle and crew scheduling in public transport, In Proc. EWGT2006 Joint Conf., (eds.
M. Binetti, F. Civitelle, E. De Liddo, M. Dell’orco, M. Ottomanlli), Bari, Italy, 371–377,
2006.
[39] V. Gintner, N. Kliewer, and L. Suhl: A Crew Scheduling Approach for Public Transit
Enhanced with Aspects from Vehicle Scheduling, In Computer-aided Systems in Public
Transport, (eds. M. Hickman, P. Mirchandani, and S. Voß), Lecture Notes in Economics
and Mathematical Systems, 600, 25–42, Springer-Verlag, Heidelberg, 2008.
[40] N. Guerinik and M.V. Caneghem: Solving Crew Scheduling Problems by Constraint
Programming, In Proceedings of the 1st Conference of Principles and Practice of Constraint
Programming, pp. 481–498, 1995.
[41] K. Haase and C. Friberg: An exact branch and cut algorithm for the vehicle and crew
scheduling problem, In Computer-Aided Transit Scheduling, Lecture Notes in Economics
and Mathematical Systems, 471, (ed. N.H.M. Wilson), 63–80, Springer, Berlin, 1999.
[42] K. Haase, G. Desaulniers, and J. Desrosiers: Simultaneous vehicle and crew scheduling
in urban mass transit systems, Transportation Science, 35(3), 286–303, 2001.
[43] A. Hadjar, O. Marcotte, and F. Soumis: A Branch-and-Cut Algorithm for the Mul-
tiple Depot Vehicle Scheduling Problem, Tech. Rept. G–2001–25, Les Cahiers du Gerad,
Montreal, 2001.
[44] C. Hane, C. Barnhart, E.L. Johnson, R.E. Marsten, G.L. Nemhauser, and G. Sigis-
mondi: The fleet assignment problem: Solving a large integer program, Mathematical
Programming, 70(2), 211–232, 1995.
[45] D. Huisman: Integrated and Dynamic Vehicle and Crew Scheduling, PhD thesis, Erasmus
University of Rotterdam, Rotterdam, 2004.
[46] D. Huisman, R. Freling, and A.P.M. Wagelmans: Multiple-depot integrated vehicle and
crew scheduling, Transportation Science, 39, 491–502, 2005.
[47] N. Kliewer, T. Mellouli, and L. Suhl: Solving large multiple-depot multiple-vehicle-type
bus scheduling problems in practice, OR Spectrum, 27(4), 507–523, 2005.
[48] N. Kliewer, T. Mellouli, and L. Suhl: A time-space network based exact optimization
model for multi-depot bus scheduling, European Journal of Operational Research, 175,
1616–1627, 2006.
[49] A. Kokott and A. Lo¨bel: Lagrangean Relaxations and Subgradient Methods for Multiplie-
Depot Vehicle Scheduling Problems, ZIB-Report 96–22, Konrad-Zuse-Zentrum fu¨r Informa-
tionstechnik, Berlin, Germany, 1996.
[50] R.S.K. Kwan, A.S.K. Kwan, and A.S.K. Wren: Evolutionary Driver Scheduling with
Relief Chains, Evolutionary Computation, 9, 445–460, 2001.
[51] B. Laurent and J-K. Hao: Simultaneous Vehicle and Crew Scheduling for Extra
Urban Transports, In New Frontiers in Applied Artificial Intelligence, (eds. N.T. Nguyen,
L. Borzemski, A. Grzech, and M. Ali), Lecture Notes in Computer Science Volume, 5027,
466–475, 2008.
[52] J. Li: A Self-Adjusting Algorithm for Driver Scheduling, Journal of Heuristics, 11, 351–367,
2005.
Alkalmazott Matematikai Lapok (2014)
38
A´RGILA´N VIKTOR, BALOGH JA´NOS, BE´KE´SI JO´ZSEF, DA´VID BALA´ZS,
GALAMBOS GA´BOR, KRE´SZ MIKLO´S, TO´TH ATTILA
[53] J-Q. Li and K.L. Head: Sustainability provisions in the bus-scheduling problem, Trans-
portation Research, Part D, 49, 50–60, 2009.
[54] A. Lo¨bel: Optimal Vehicle Scheduling in Public Transit, Ph.D. thesis, Technische Univer-
sitaet at Berlin, 1997.
[55] A. Lo¨bel: Vehicle Scheduling in Public Transit and Lagrangian Pricing. Management
Science, 44, 1637–1649, 1998.
[56] M. Meilton: Selecting and implementing a computer aided scheduling system for a large
bus company, Algorithms: Combinatorial Analysis. In Computer-Aided Scheduling of Public
Transport, (eds. S. Voss and J.R. Daduna), 203–214, Springer-Verlag, Berlin, 2001.
[57] M. Mesquita and J. Paixao: Multiple Depot Vehicle Scheduling Problem: A New Heuris-
tic Based on Quasi-Assignment Algorithms, In Computer-Aided Transit Scheduling, (eds.
M. Desrochers and J.-M. Rousseau), Lecture Notes in Economics and Mathematical Sys-
tems, 386, 167–180, Springer-Verlag, Berlin, 1992.
[58] M. Mesquita and A. Paias: Set partitioning/covering-based approaches for the integra-
ted vehicle and crew scheduling problem, Computers and Operations Research, 35(5),
1562–1575, 2008.
[59] M. Moz, A. Respcio, and M. Vaz Pato: Bi-objective Evolutionary Heuristics for Bus
Drivers Rostering, Working Paper 1–2007, Centro de Investigaao Operacional, Universidade
de Lisboa, 2007.
[60] K. Nurmi, J. Kyngas, and G. Post: Driver Rostering for Bus Transit Companies, Engi-
neering Letters, 19(2), 125–132, 2011.
[61] A.-S. Pepin, G. Desaulniers, A. Hertz, and D. Huisman: Comparison of Heuristic
Approaches for the Multiple Depot Vehicle Scheduling Problem, Journal of Scheduling,
12(1), 17–30, 2009.
[62] A. Rabl: Environmental benefits of natural gas for buses, Transportation Research, Part
D, 7, 391–405, 2002.
[63] C.C. Ribeiro and F. Soumis: A Column Generation Approach to the Multiple-Depot
Vehicle Scheduling Problem, Operations Research, 42(1), 41–52, 1994.
[64] J.L. Saha: An algorithm for bus scheduling problems, Operational Research Quarterly,
21(4), 463–474, 1972.
[65] M. Segal: The operator-scheduling problem: A network-flow approach, Operations
Research, 24, 808–823, 1974.
[66] B.M. Smith and A. Wren: A bus crew scheduling system using a set covering formulation,
Transportation Research, 22A, 97–108, 1988.
[67] I. Steinzen: Instances for integrated vehicle and crew scheduling problems with multiple
depots, Online ele´rheto˝: http://dsor.uni-paderborn.de/index.php?id=bustestset& L=0.
[68] I. Steinzen, V. Gintner, L. Suhl, and N. Kliewer: A Time-Space Network Approach for
the Integrated Vehicle- and Crew-Scheduling Problem with Multiple Depots, Transportation
Science, 4(3), 367–382, 2010.
Alkalmazott Matematikai Lapok (2014)
U¨TEMEZE´SI FELADATOK A KO¨ZO¨SSE´GI KO¨ZLEKEDE´SBEN 39
[69] U.U. Suhl, S. Friedrich, and V. Waue: Progress in solving large scale multi-depot multi-
vehicle-type bus scheduling problems with integer programming, Wirtschaftinformatik Pro-
ceedings, Paper 81, 2007. http://aisel.aisnet.org/wi2007/81
[70] A. To´th and M. Kre´sz: A flexible framework for driver scheduling, In Proceedings of the
11th International Symposium on Operational Research in Slovenia – SOR’11, 341–346,
2011. (ISBN: 978-961-6165-35-8)
[71] A. To´th and M. Kre´sz: An efficient solution approach for real-world driver scheduling
problems in urban bus transportation, Central European Journal of Operations Research,
21(Supplement 1), 75–94, 2013. DOI: 10.1007/s10100-012-0274-3.
[72] A. Wren, S. Fores, A.S.K. Kwan, R.S.K. Kwan, M.E. Parker, and L. Proll: A flexible
system for scheduling drivers, Journal of Scheduling, 6(5), 437–455, 2003.
[73] A. Wren and B.M. Smith: Experiences with a crew scheduling system based on set cover-
ing, In Computer-aided transit scheduling, (eds. J.R. Daduna and A. Wren), Lecture Notes
in Economics and Mathematical Systems, 308, 104–118, Springer-Verlag, Berlin, 1988.
[74] T. Yunes, A. Moura, and de C. Souza. Hybrid Column Generation Approaches for Solving
Real World Crew Management Problems, Transportation Science, 39(2), 273–288, 2005.
(Bee´rkezett: 2013. okto´ber 4.)
A´RGILA´N VIKTOR
BALOGH JA´NOS
BE´KE´SI JO´ZSEF
DA´VID BALA´ZS
GALAMBOS GA´BOR
KRE´SZ MIKLO´S
TO´TH ATTILA
Szegedi Tudoma´nyegyetem
Juha´sz Gyula Pedago´guske´pzo˝ Kar
Informatika Alkalmaza´sai Tansze´k
6701 Szeged, Pf. 396.
{gilan,balogh,bekesi,davidb,galambos,kresz,attila}@jgypk.u-szeged.hu
Alkalmazott Matematikai Lapok (2014)
40
A´RGILA´N VIKTOR, BALOGH JA´NOS, BE´KE´SI JO´ZSEF, DA´VID BALA´ZS,
GALAMBOS GA´BOR, KRE´SZ MIKLO´S, TO´TH ATTILA
SCHEDULING PROBLEMS IN THE OPERATIVE PLANNING OF
PUBLIC BUS TRANSPORTATION
Viktor A´rgila´n, Ja´nos Balogh, Jo´zsef Be´ke´si, Bala´zs Da´vid,
Ga´bor Galambos, Miklo´s Kre´sz, Attila To´th
Optimization of operative costs is an important aim of public transportation companies.
Their planning process can be aided by the optimization of scheduling of vehicle journeys, vehicle
schedules, and driver shifts. The problem is a complex optimization problem. For this reason,
we deal with the whole problem in three separate phases: vehicle scheduling, driver scheduling
and driver rostering. Each sub-problem is NP-hard, and there was no possibility to obtain the
optimal solution for large or even middle-sized problems until the last decade. Because of the
increase in computational speed and the development of new scheduling methods, researchers
today can handle larger problems also. We deal with the mathematical models and solution
of these efficient methods. We also refer to our solution methods and the role of the special
constraints is analyzed based on our experiences.
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